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Resumo: As maquinas elétricas rotativas trifasicas sdo elementos essenciais para os sistemas elétricos de
poténcia. Devido ao carater dindmico desses equipamentos, as analises de seus circuitos elétricos equivalentes
se tornam um tanto complexas. Existem diversas formas para facilitar a resolucdo dos projetos e analises,
sendo a transformacdo de dominio uma das mais comumente usadas e em especifico, citamos a transformada
de Park e Clarke que foram inicialmente desenvolvidas para simplificar os calculos. O presente artigo traz
uma revisdo sistematica dessas transformadas, mostrando as dedugdes das matrizes de Amplitude Invariante
e Poténcia Invariante, e a aparicdo da frequéncia dupla quando a velocidade angular do referencial esta na
velocidade sincrona, além de mostrar na préatica as vantagens de se utilizar essas transformacdes.

Palavras-chave: Transformada de Clarke; Transformada de Park; Sistemas Elétricos de Poténcia

Abstract: The triphasic rotative electric machines are essential elements to the electric power systems. Due to
the equipment’s dynamic behavior, their equivalent electrical circuits become complex. Exist many ways to
ease the projects and analysis resolutions, being the domain transformation one of the most used, and in
specific, we cite the Park and Clarke transformation which was initially developed to simplify the calculations.
The present article brings a systematic review of these transformations, showing the deductions of Invariant
Amplitude and Power Invariant matrix, and the existence of the doubled frequency when the reference angular
speed is equal to the synchronous speed, in addition to the visualization of the practical outcomes of the use
of these transformations.

Key-words: Clarke Transformation, Park Transformation, Electric Power Systems.

1. INTRODUGAO

S Geradores Rotativos (GRs) sdo elementos essenciais para os Sistemas Elétricos de Poténcia (SEP). Em

particular no Brasil, apesar dos avangos na integracdo de fontes de energia estaticas (sistemas fotovoltaicos
e baterias) com a rede [1,2], usinas eolicas, térmicas, hidrelétricas e nucleares representam 96% da geracao
elétrica de acordo com o Operador Nacional do Sistema Elétrico (ONS) [3], onde o funcionamento dessas usinas
dependem de turbinas conectadas a geradores sincronos ou de inducdo.

Visto sua importancia, o projeto e anélise de GRs é de suma importancia para garantir a continuidade e
confiabilidade de suas operagBes, mas devido ao seu comportamento dindmico espacial e temporal, dando
énfase a maquinas polifasicas, suas analises se tornam mais complexas. Entre tantas formas para facilitar o
trabalho, tem-se a transformada de coordenadas. A primeira apresentagdo de um método para simplificar a
andlise de maquinas polifasicas vem de Fortescue [4] o qual apresentou a transformada de eixos polifasicos em
suas componentes simétricas. Clarke [5] apresentou uma modificacdo das Componentes Simétricas (CS) para
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remover a necessidade dos nimeros complexos inerentes das componentes simétricas. Park [6] modificou a
analise de maquinas sincronas de tal maneira que as variaveis referentes aos enrolamentos do estator estivessem
referidas a enrolamentos rotativos ficticios. Stanley [7] mostrou que as indutancias muatuas de maquinas de
inducdo devido ao movimento do rotor podiam ser eliminadas ao referir os enrolamentos deste a enrolamentos
ficticios estaticos. Kron [8] apresentou a transformacéo das varidveis tanto do estator quanto do rotor para um
referencial que girava em sincronia com a velocidade angular dos pardmetros do estator. No fim, os métodos
propostos por [5-9] eram nada mais que casos particulares de um caso geral demonstrado por Krause [10], esse
caso geral pode ser chamado de Referencial Arbitrario [11].

Apesar de inicialmente ser desenvolvido para analise de maquinas elétricas, o referencial arbitrario, ou
sistema de coordenadas dqO0, é utilizado em outras aplicagGes tais como filtros shunt de poténcia ativa [12],
analise de sinais [13], controle de inversores [14], modelagem de componentes de sistemas elétricos [15,16] e
analise de SEP [17].

Haja vista a importancia desse sistema para a analise de SEP como um todo o presente artigo tem como
objetivo uma revisao sistematica das transformadas de Park e Clarke, abordando de maneira clara as nuances
das transformacdes além de trazer exemplos préticos de sua aplicacdo. O artigo esté dividido da forma proposta.
Na Secdo 2 é apresentada a Transformada de Clarke (TC), mostrando como derivar ela a partir da forma
proposta por Clarke [5], além das constantes que definem a invariancia de poténcia e a invariancia de amplitude.
Na Sec¢do 3 é apresentada a Transformada de Park (TP) de forma semelhante a Transformada de Clarke. Na
Secdo 4 ¢é apresentada a generalizacdo do Referencial Arbitrario além de suas aplicacdes. Na Secgdo 5 é discutido
0s resultados e propostas para futuros trabalhos.

2. TRANSFORMADA DE CLARKE

Em 1938, Edith Clarke apresentou uma modificagdo das componentes simétricas a fim de remover a parte
imaginéria presente nas componentes simétricas e facilitar os calculos. Para apresentar o conceito, inicialmente
vamos definir um sistema, convenientemente de 3 fases, dado pela seguinte equacéo:

M, cos(wt + ¢,)
Aape = | My cos(wt + ¢p) ()
M, cos(wt + ¢,.)

Onde: 4,,. € uma variavel qualquer definida pelo sistema de coordenadas abc; M, é a amplitude
méxima da coordenada k; w € a velocidade angular do sistema, dado em radianos/s; e ¢, € a defasagem da
coordenada k em relacdo a origem, dado em radianos.

Quando ¢é dito que um sistema trifasico € equilibrado significa que as amplitudes de todas as coordenadas
do sistema séo iguais e eles possuem uma defasagem de 120° ou 2m/3 entre si. Matematicamente:

cos(wt + ¢)
Agpe = M |cos(wt + ¢ — 21/3) )
cos(wt + ¢ + 2m/3)

A TC inicialmente foi desenvolvida por uma modificacdo da transformada de Fortescue. A apresentacéo
detalhada de Fortescue estd além do escopo deste artigo, caso tenha interesse, recomenda-se olhar [4].
Denotando o sistema de CS como A,,,, é possivel relacionar este com o sistema da Equagéo 1 pela Equagéo 3

jam
onde a = e 3 = cos(2m/3) + j sen(2m/3). Fazendo a inversdo da Equacdo 3, obtém os valores do sistema
de coordenadas das CS como mostra a Equagéo 4.

1 1 1140
Aave = Tape—0124012 = [1 a? 0»’] [’hl ?3)
1 a a?llA,
111 17
Ao12 = [Tabc—012]_1aabc = § [1 a azl [Abl 4)
1 a? allA,
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Uma vez sabendo os valores das CS, encontramos a TC pela Equagdo 5. Podemos perceber pela Equagao
5 que a coordenada a é a soma das componentes positiva e negativa, a coordenada S é a diferenca das
componentes positiva e negativa defasada 90 graus, e a componente Zero permanece a mesma.

laﬁo - To12 0aﬁ/1+o - I l[ l (5)
0 —j J

Um caso importante para ilustrar é quando faz a transformacéo de um sistema trifasico equilibrado. Usando
a Equacdo 2 com ¢ = 0, obtém o resultado da Equacédo 6, para melhor compreensdo do evento a Figura 1
mostra o paralelo entre um sistema abc e Oaf, ambos equilibrados em fase e amplitude. Na Figura la
visualizamos o caso convencional do sistema trifasico equilibrado, na Figura 2a é possivel visualizar duas fases
defasadas de noventa graus entre si. Para simplificar futuros exemplos, denotamos a transformacéo dos eixos
abc em Oaf pela Equacdo 7. Caso deseje visualizar seu desenvolvimento, refira-se ao Apéndice A.

0
/1004? =Tyhope =V lcos(wt)l (6)
sen(wt)
1 1 1 1
Ty =T¢ kTope—cs = § [2 -1 -1 l )
0 V3 -3
2 Fases abe ) ) - _ Fasas_ I]-alpha-beta .
Fase a Fase O
Fase b Fase d
=, 1} Fase ¢ — 1 Fase ¢
=3 =
o ot o i
2 3
@ 5
= [
3 . " . - ! -k . . . - 1
0 001 0wz 002 004 005 0 00t ooz 003 004 005
t(s) t(s)
(@) (b)

FIGURA 1. Sistema trifasico equilibrado em fase e amplitude apresentado no sistema (a) abc (b) 0ap.

Uma vez que estejamos utilizando a TC para sistemas elétricos, desejamos entender o que os eixos 0af
estdo nos informando em termos praticos, para tanto utiliza-se uma modificacdo da matriz de tal forma que o
valor de um pardmetro que se deseja entender em um sistema equilibrado seja exatamente igual tanto nos eixos
af quando em abc (0 O é desconsiderado, pois em um sistema equilibrado, o valor no eixo 0 é nulo para
gualquer instante de tempo). As modifica¢Bes usuais aplicadas a TC nos levam a duas formas conhecidas como
Amplitude Invariante (Al) e Poténcia Invariante (PI), os quais séo as Equacdes 8 e 9, respectivamente. Caso
deseje ver a resolucdo, refira-se ao Apéndice B.

1 1 1

Ty_4; 2% 2 -1 -1 8)
0 V3 —V3

N .

Ty pp=—=[2 -1 -1 9
*/6_0 V3 -3
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3. TRANSFORMADA DE PARK

Em 1929, Robert H. Park apresentou uma modificacéo da analise de maquinas elétricas na qual as tensdes,
correntes e fluxos magnéticos estdo referidos a um sistema que esta girando na mesma velocidade da maquina
sincrona [6]. O autor denomina esse sistema de dq0, onde d é o eixo direto da maquina sincronae g € o eixo
em quadratura, a coordenada O é a mesma dos sistemas a0 e 012.

Matematicamente definindo a TP:

2m 2m
cos(@) cos (9 — —) cos (9 + —) 2
5 3 3|
=T = —
Aaqo pAave 3|sen(8) sen <9 - ;) sen (9 + %) /11: (10)
1/2 1/2 1/2

Onde 6 € a posicgdo instantanea dos eixos, além disso df = wdt. A, é uma variavel (geralmente tensdo
e, corrente i ou fluxo magnético 1) relacionada a coordenada k.
Para futuras anélises, definamos também a inversa da TP sendo:

cos(6) —sen(6) 1
(6 Zn) <9 271) 1
_ cos(0 ——) —sen(8——
T, = 3 3 (11)
2n 2n
lcos (6 + ?) —sen (9 + ?> 1J
Assim como a TC, a TP possui as matrizes de Pl e Al, visualizadas pelas Equagdes 12 e 13,

respectivamente. Por métodos quase iguais aos apresentados no Apéndice B é possivel encontrar os valores das
constantes e por isso suas deducdes ndo serdo apresentadas nesse artigo.

cos(f#) cos (9 — 2—”) cos (6 + 2_11)

2 3 3
T,=3 2m 2
P 3lsen(f) sen (9 - ?) sen (9 + ?) (12)

1/2 1/2 1/2

» cos(8) cos (9 - 2?”) cos (9 + 23—7T>
T, = \/; sen(6) sen (9 — 23_71) sen (9 + ?) (13)
L 172 1/V2 1/V2

Um detalhe interessante a se observar é a semelhanca entre as TC e TP. Definindo o instante (0) = 0
na Equacgdo 10 e evidenciando a matriz de transformacdo obtemos a Equagdo 14, que é justamente a TC. A
conclusdo é que a TC é a TP estaciondria para 6 = 0, ou inversamente, a TP é a TC girando a uma velocidade
w.

1 2 -1 -1
Tp=§l0 V3 V3 (14)
1 1 1

Utilizando a TP em sistemas elétricos trifasicos observamos dois eventos. Para o primeiro evento,
consideremos um sistema trifasico equilibrado como apresentado na Equacdo 2, aplicando a Equagédo 2 na
Equacdo 10, obtemos a Equacdo 15. Nisso vemos o principal beneficio da TP, em um caso de sistema
equilibrado necessitamos trabalhar somente com uma fase. Caso deseje visualizar a deducdo, refira-se ao
Apéndice C.

M
Aago = IO] (15)
0

Para o segundo caso, considere o sistema trifasico na Equacdo 1 com ¢, sendo a referéncia. Usando esse
sistema na Equacdo 10 obtemos as Equacdes 16.1-16.3. Apos algumas manipulacGes apresentadas no Apéndice
C, é evidenciado que um sistema dq0 desequilibrado apresenta um comportamento senoidal em todas as suas
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fases, e além disso, as fases d e g apresentam uma componente constante e a frequéncia em seus termos
senoidais sdo o dobro da frequéncia do sistema abc como mostra a Figura 2.

2 2 21
Ag = 3 [Ma cos(8) cos(wt) + M, cos <9 — ?) cos (wt — ?>

o o (16.1)
+ M, cos (9 + —) cos (wt + —>]
3 3
2 2r 2r
Aq = 3 [Ma sen(0) cos(wt) + M, sen (9 — ?> cos (a)t — ?)
2T 2T (16.2)
+ M, sen (9 + —) cos <wt + —)]
3 3
M 21 21
Ao = 3 [Ma cos(wt) + M, cos ((ut - ?) + M, cos ((ut + ?>] (16.3)
5 Fases abc 5 Fases dq0
Fased
Fase q
i Tt - T} Fase 0
3 L
2 2
& &
-1 | -1 |
] 001 002 003 004 005 002 003 004 005
t(s) t(s)
(@) (b)
FIGURA 2. Visualizagdo do sistema trifasico com amplitudes desequilibradas e fases equilibradas no sistema (a)
abc (b) dqO.

4. GENERALIZACAO E APLICACOES

A TP e TC sdo casos particulares do chamado Transformada de Referencial Arbitrario (TRA) [11]. Ainda
de acordo com Krause, 0s eixos girantes do sistema dq0 podem girar a qualquer velocidade, porém somente 3
casos sdo funcionais, estas estdo descritas na Tabela 1. A partir de agora as transformacBes dq0 véo ser
referidas apenas por T4, independente da velocidade do referencial.

TABELA 1. Principais referenciais de velocidade e sua descrigéo [11].

Velocidade Interpretacio
0 Sistema estacionario (Clarke)
Wy Variaveis referidas a velocidade fixada no rotor
W Variaveis referidas a velocidade sincrona da maquina (Park)

Assim como a TRA ¢é aplicada para valores primordiais de maquinas elétricas, também é possivel aplicar
a mesma em elementos passivos como indutores, capacitores e resisténcias. As transformacdes de abc para
dq0 sdo dadas pela Equacdo 17 onde A pode ser a matriz de indutancia, capacitancia ou resisténcia de um
sistema trifasico. Dois casos particulares da TRA é quando a matriz A é: diagonal; simétrica. Os resultados dos
dois casos sdo apresentados nas Equacdes 18 e 19. A Equacdo 19 ilustra a principal vantagem da TRA, um
sistema que antes estava acoplado entre suas fases agora pode ser descrito de maneira separada, facilitando seus
calculos. Além disso, como a transformagao de A,;,. para 4,44, resultana Equagdo 15 para casos equilibrados,
um sistema que antes era matricial agora depende unicamente de uma equacéo.

Aggo = TraBapc(Tra) ™! @17

R4EM,v. 3,n.1, p.01-12,2021. https://periodicos.ufersa.edu.br/index.php/rdem


https://periodicos.ufersa.edu.br/index.php/r4em

A 0 O
Aqu =Tga|0 A O (TRA)_l = Agpe (18)
0 0 A
A kKT A—Kk 0 0
Aqu = TRA k Ak (TRA)_l = 0 A—k 0 (19)
k k Al 0 0 A+ 2k

Para visualizar os efeitos da TRA, considere o sistema apresentado na Figura 3, com 0s pardmetros
apresentados no Quadro 1, em regime permanente, visualmente o sistema se mostra estavel nas Figuras 4a-4c,
onde temos a tensdo nos eixos abc e dq0 e a corrente nos eixos abc. Porém, é visivel a presenga de um
transitdrio na Figura 4d. Ha que se atentar que o valor do eixo 0 € estavel, indicando que o transitério ocorre

de maneira homogeénea nas trés fases.

lo—
L

cc

FIGURA 3. Exemplo de sistema elétrico trifasico.

QuaDRro 1. Valores do sistema elétrica da Figura 3.

v, 220e/° | 2 mH
Vi 22077120 Ly, 2 mH
V, 220e/12%" Lec 2 mH
R, 1000 Q Lot 1 mH
Ry, 1000 Q Lo 1 mH
R, 1000 Q Ly 1 mH

a4 006

ic)

0 ooz 008

61 0

FIGURA 4. Resultado do sistema da Figura 3. (a) Tensdo abc. (b) Corrente abc. (c) Tensdo dq0. (d) Corrente

dqO.
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Para a visualizacdo de uma falta, a TRA também se torna mais préatica. Na Figura 5 ha os resultados das
correntes e tensGes em abc e dq0 do sistema da Figura 3 quando ocorre uma falta bifésica entre as fases a e
b em t = 0.1s. Na Figura 5b temos a modificagéo gradual da corrente para as fases abc enquanto na Figura
4d, a visualizacéo do transitorio da falta é mais visivel alcangando um pico de 3004 e estabilizagdo proximo
aos 2504 no eixo d. Um ponto a salientar é a frequéncia dupla em dq0.

200 00
200
1501 N
200 A
11 - Fe 5=
1] [ e .-.,X"'f_:":r = .._fm
.
=] :" Woo—# T
- i — |
----- W 200 - T Il
L] e - -y
| 1 | .:{Ll TR L R=
a 0ns big| 015 [1¥d L] 405 LR} 1A 1] 0.2
Ciffsasi=0 tc) r;d]

FIGURA 5. Resultado do sistema da Figura 3 para uma falta bifasica. (a) Tensdo abc. (b) Corrente abc. (c)
Tensdo dq0. (d) Corrente dq0.

5. CONCLUSAO

O artigo apresentou as transformadas de Clarke e Park, mostrando toda a fundamentacéo teérica e suas
aplicacbes em sistemas elétricos. Foi visto o efeito de sistemas desequilibrados em fase e angulo para 0s
referidos sistemas, além da deducdo para a Poténcia Invariante e Amplitude Invariante, além da visualizacdo
prética de toda a teoria em simulagdo.

Esse artigo serve para que estudantes visualizem de maneira clara as vantagens das TRAS, permitindo que
aplique em diferentes casos praticos como o0s apresentados em [5-17]. Futuros trabalhos a serem feitos
utilizando o resultados deste trabalho séo: utilizacdo das componentes CC apresentadas na deducdo da
Transformada de Clarke desequilibrada em fase e angulo para identificacdo de faltas; Deducdo dos efeitos de
elementos em passivos no sistema geométrico abc < dq0 apresentado por O’Rourke [18].

R4EM,v. 3,n.1, p.01-12,2021. https://periodicos.ufersa.edu.br/index.php/rdem


https://periodicos.ufersa.edu.br/index.php/r4em

APENDICE A — DEDUCAO DAS EQUACOES DE CLARKE

Usando um sistema de tens0es trifasico equilibrado na Transformada de Fortescue obtemos:
11 1 V cos(wt)
Voo == [1 a a?||Vcos(wt —2m/3)
31 a2 « V cos(wt + 2m/3)

v 0 (A1)
=— [cos(wt) +j sen(wt)l

cos(wt) — j sen(wt)
Usando a Transformacdo da Equacéo 5, obtemos:

1 0 O
0 1 1

0 —j J

%4

0
Voop = cos(wt) +j sen(wt)l

cos(wt) — j sen(wt)

(A2)

0
=V cos(wt)l

sen(wt)

Para facilitar, a TC ¢ dada por:

1.0 041 1 17 4[1 1 1
0 1 1 —[1 a aZl=_[2 a+ a? a’+a
o —j jI3h e 3lo —jla—ar) +j(@-a)

Mmoo
T, = =—[z -1 —1] (A3)

lo V3 -3

APENDICE B — DEDUCAO DA AMPLITUDE INVARIANTE E POTENCIA INVARIANTE DE CLARKE

Em cada instante de tempo, as tensdes em af possuem um valor definido por suas equacgdes. O que
desejamos € definir uma forma que essas tensdes estejam referidas as tensdes de V.. Pela Equagdo B1.1-1.3
vemos a relacéo entre Oaf e abc.

K

vo =3 (va +vp + 1) (BL.)
K

Ve =73 v, —vy,—v,) (B1.2)
K

Vg = 3 (\/§vb - \/§vc) (B1.3)

O objetivo é entdo encontrar uma constante K que torne o valor maximo dos eixos a e f iguais ao valor
méximo dos eixos abc. Supondo um sistema de tensdo trifasico equilibrado, podemos escrever a Equagdo B2
como:

K 2w 2w
V, = v, cos(wt) = 3 [ZV cos(wt) +V cos <a)t - ?> + V cos ((ut + ?)] (B2)
No instante t = 0, obtemos:
_VK [2 + 1 + 1]
Yo TR
v, =VK

(B3)

Assim vemos que para manter a magnitude da tensdo constante, K deve ser igual a 1. Usualmente, ¢é
encontrado na literatura a matriz da TC igual a Equacéo B4, porém é somente uma manipulacdo desnecessaria.

S22z 12
Ten==|1 -1/2 -1/2 (B4)
0 +V3/2 —/3/2

Para definir a Poténcia Invariante, deve encontrar uma constante tal que mantenha o valor das poténcias
em abc e af0 iguais, em outras palavras:

Pabc = POa/j‘ (BS)
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Sabemos que a poténcia de um sistema trifasico € dada em sua forma matricial por:

lq
Pope = Vapellape = [Va Vo V] [lbl (B6)
lC
Também sabemos que:
Ao 1 2 2 0 Ao
Aape = [T Al =512 -1 V3 e (87)
% 2 -1 —V3l|%

Usando a Equacéo B6 em B5 e usando a igualdade de B4, encontramos:

. T [ -
iy Vo Lo
[Va vp V] [ibl =<[TK]‘1 ”a) [Tg]™ |ia
ic vﬁ iﬁ

22 0 le 2 0 1[i,

= E[Z -1 @Hva E[2 -1 \/§l g (B8)
2 -1 —V3I1Ys] 2 -1 —V3l[is
2v0+2v, |'[ 2i,+2i,

=% ZUo_Ua+\/§Uﬁ 2i0—ia+\/§iﬁ
ZUO—va—\/ng 2i0—ia—\/§iﬁ

Depois de algumas manipulagdes algébricas em B8, encontramos:

. T . T .
V, T i, 3 \/Evo \/Elo 3 \/Evo 3 \/Elo
Up| |ip|= 2| Ve i, |= 7| Ve 2 iy (B9)
Ve ic vﬁ iB v[i’ iﬁ

O objetivo agora é encontrar uma TC tal que V. = [T} ]™"V,p. Analisando a Equagdo B9 temos que:

As componentes abc s0 /3 /v/2 maiores que as componentes 0af; A coordenada zero esta multiplicada por
2. Para integrar essa modificacdo, a TC deve ser:

31 V2 V2 V2 1 V2 V2 V2
}‘Oaﬂ = TK_PlAabC = Eg 2 -1 -1 Aabc = ﬁ 2 -1 -1 (Bg)
0 V3 -3 0 V3 -3

APENDICE C — RESULTADO DA APLICACAO DA TRANSFORMADA DE PARK EM SISTEMAS TRIFASICOS

Usando a Equacdo 10 em 2 obtemos as relacdes apresentadas nas Equacdes C1.1-1.3. Supondo que 6 ¢
igual & wt para qualquer instante de tempo entdo podemos reescrever as Equacgfes C1.1-1.3 em C2.1-2.3.

2M 2T 2 21 21
Ag = 5 [cos(G) cos(wt) + cos (9 — ?) cos <wt - ?) + cos (0 + ?) cos (wt + T)] (C1.1)

2M 2n 2m 2m 2
Ay =— [sen(e) cos(wt) + sen (0 - —) cos (wt - —) + sen (9 + —) cos (wt + —)] (C12)
3 3 3 3 3
M 21 2n
do=73 [cos(wt) + cos (wt - ?> + cos (wt + ?>] (C13)
2M 2 2
Ag = 3 [cosz(wt) + cos? (wt - ;) + cos? (wt + ?11)] (C21)

2M 21 2
Ag = 3 [sen(wt) cos(wt) + sen (wt — ?) cos (wt — ?>
2m 2 (C22)
+ sen (wt + ?> CcoSs (wt + ?>]
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Ay = g cos(wt) + cos (wt — 2{) + cos (wt + 23—n>] (C2.3)
Lembrando das relac@es trigonométricas:
cos?(a) = 1++s(2a)
sen(a) cos(a) = %(Za)
1 — cos(2a)

sen?(a) = >

Assim, reescrevemos as Equagdes C2.1-2.2 em C3.1-3.2. Além disso, como o sistema é equilibrado o
resultado de C2.3 é nulo para qualquer instante, assim:

M %4 an
Ag = 3 [1 + cos(2wt) + 1 + cos <2wt - ?> + 1+ cos (Zwt + ?>] (C3.1)
M 41 4
Ag = 3 [sen(Zwt) + sen <2wt - ?) + sen (Zwt + ?)] (C3.2)
1=0 (C33)

Como o sistema € equilibrado a soma dos senos e cossenos € nulo 0 que nos leva ao sistema descrito na
Equacéo C4.

M
Aqu = Iol (C4)
0
Para o caso de sistemas trifasicos ndo equilibrados em fase e amplitude, utiliza a Equacdo 1 em 10
utilizando a fase a como referéncia. O resultado é o sistema de Equacbes apresentados em C5.1-5.3.

Inicialmente é necessério isolar.

2 21
Ag = 3 [cos(wt) M, cos(wt) + cos (wt - ?) M, cos(wt + ¢},)

(C5.1)
+ cos (wt + 23—") M, cos(wt + ¢c)]
2 21
Ag=73 [sen(wt) M, cos(wt) + sen <wt — —) M, cos(wt + ¢,)
3 o 3 (C5.2)
+ sen (wt + ?) M, cos(wt + ¢c)]
Ao = = [M, cos(wt) + M, cos(wt + ;) + M, cos(wt + )] (C5.3)

3
Analisando inicialmente A,, podemos dividi-lo em trés termos da seguinte maneira:

2
Ag = 3 (41 + taz + tgs]

Onde:

ty; = M, cos?(wt)
2w
ty, = My cos (wt - ?) cos(wt + ¢,)

=M, [—%cos(wt) + ?sen(wt) [K, cos(wt) — K, sen(wt)]
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2
ty; = M_cos (wt + ?> cos(wt + ¢.)

=M, [— %cos(wt) — \/2—5 sen(wt) |[K,.cos(wt) — K., sen(wt)]

Onde K,., K,s, K., K., sd80 constantes referentes aos cossenos e senos dos angulos ¢, e ¢.,
respectivamente. Apds uma manipulacdo em t,,, tg, € tys, encontra:

M(l
tg1 = - [1+ cos(RQwt)]
M
typ = Tb [—Kbc - \/§Kbs + cos(Qwt) (\/§Kbs - Kbc) - sen(Zwt)(KbS + @Kbc)]

M
tys = TC [K.e + V3K, — cosRwt) (K. + V3K,) + sen(2wt) (K. — V3K,.)]
A mesma analise € feita para 4, resultando em:

M
tg = Ta sen(2wt)

M
tg2 = Tb [KbS — V3K, — cos(2wt) (KbS + \/§Kbc) + sen(Zwt)(\@Kbs - Kbc)]

M,
tez = Tc [KCS + \/§ch + cos(2wt) (\/§ch - KCS) — sen(2wt) (\/§KCS + ch)]

Com 0stermos tq,, tqy |x = {1,2,3} definidos, agora vejamos o que ocorre em casos de equilibrio de fase,
ouseja ¢, = —2m/3 e ¢, = 2m/3, 0 que nos leva a:

V3
—Kps = Kes =

1
Ky =Kee=—5 2

2 )
Usando esses valores, 0s termos tg,, tqo.|x = {1,2,3} se tornam:

M
tg = _2a [1+ cos(2wt)]
M,
tar == [2 — cos(2wt) — V3 sen(2wt)]

M
tys = TC[Z — cos(2wt) + V3 sen(2wt)]

M,

tgn = Tasen(Zwt)
— M, \/_

tg2 = T[ 3cos(2wt) — sen(Zwt)]

M
tys = TC [—\/§cos(2wt) - sen(Zwt)]
Assim um sistema dq0 desequilibrado somente em amplitude é dado pela Equacdo C6. Para verificar a

veracidade do resultado, basta fazer M, = M, = M_, o que leva & Equacéo C4.

(M, + M, + M,
2

2M, — M, — M,
4

2M, — M, — M,
4

) + sen(2wt) (M)

) + cos(2wt) (M) (C6)

+ cos(2wt) (

2
Aaqo = 3 sen(Za)t)(

M, (t)_I_Mb 2y M L 2T
2 CoS(w 2 COS<(1) 3) 2 COS((U 3)
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