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Resumo: As máquinas elétricas rotativas trifásicas são elementos essenciais para os sistemas elétricos de 

potência. Devido ao caráter dinâmico desses equipamentos, as análises de seus circuitos elétricos equivalentes 

se tornam um tanto complexas. Existem diversas formas para facilitar a resolução dos projetos e análises, 

sendo a transformação de domínio uma das mais comumente usadas e em específico, citamos a transformada 

de Park e Clarke que foram inicialmente desenvolvidas para simplificar os cálculos. O presente artigo traz 

uma revisão sistemática dessas transformadas, mostrando as deduções das matrizes de Amplitude Invariante 

e Potência Invariante, e a aparição da frequência dupla quando a velocidade angular do referencial está na 

velocidade síncrona, além de mostrar na prática as vantagens de se utilizar essas transformações. 

Palavras-chave: Transformada de Clarke; Transformada de Park; Sistemas Elétricos de Potência 

Abstract: The triphasic rotative electric machines are essential elements to the electric power systems. Due to 

the equipment’s dynamic behavior, their equivalent electrical circuits become complex. Exist many ways to 

ease the projects and analysis resolutions, being the domain transformation one of the most used, and in 

specific, we cite the Park and Clarke transformation which was initially developed to simplify the calculations. 

The present article brings a systematic review of these transformations, showing the deductions of Invariant 

Amplitude and Power Invariant matrix, and the existence of the doubled frequency when the reference angular 

speed is equal to the synchronous speed, in addition to the visualization of the practical outcomes of the use 

of these transformations. 

Key-words: Clarke Transformation, Park Transformation, Electric Power Systems. 

 

1. INTRODUÇÃO 

S Geradores Rotativos (GRs) são elementos essenciais para os Sistemas Elétricos de Potência (SEP). Em 

particular no Brasil, apesar dos avanços na integração de fontes de energia estáticas (sistemas fotovoltaicos 

e baterias) com a rede [1,2], usinas eólicas, térmicas, hidrelétricas e nucleares representam 96% da geração 

elétrica de acordo com o Operador Nacional do Sistema Elétrico (ONS) [3], onde o funcionamento dessas usinas 

dependem de turbinas conectadas à geradores síncronos ou de indução.  

Visto sua importância, o projeto e análise de GRs é de suma importância para garantir a continuidade e 

confiabilidade de suas operações, mas devido ao seu comportamento dinâmico espacial e temporal, dando 

ênfase a máquinas polifásicas, suas análises se tornam mais complexas. Entre tantas formas para facilitar o 

trabalho, tem-se a transformada de coordenadas. A primeira apresentação de um método para simplificar a 

análise de máquinas polifásicas vem de Fortescue [4] o qual apresentou a transformada de eixos polifásicos em 

suas componentes simétricas. Clarke [5] apresentou uma modificação das Componentes Simétricas (CS) para 
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remover a necessidade dos números complexos inerentes das componentes simétricas. Park [6] modificou a 

análise de máquinas síncronas de tal maneira que as variáveis referentes aos enrolamentos do estator estivessem 

referidas a enrolamentos rotativos fictícios. Stanley [7] mostrou que as indutâncias mútuas de máquinas de 

indução devido ao movimento do rotor podiam ser eliminadas ao referir os enrolamentos deste a enrolamentos 

fictícios estáticos. Kron [8] apresentou a transformação das variáveis tanto do estator quanto do rotor para um 

referencial que girava em sincronia com a velocidade angular dos parâmetros do estator. No fim, os métodos 

propostos por [5-9] eram nada mais que casos particulares de um caso geral demonstrado por Krause [10], esse 

caso geral pode ser chamado de Referencial Arbitrário [11].  

Apesar de inicialmente ser desenvolvido para análise de máquinas elétricas, o referencial arbitrário, ou 

sistema de coordenadas 𝑑𝑞0, é utilizado em outras aplicações tais como filtros shunt de potência ativa [12], 

análise de sinais [13], controle de inversores [14], modelagem de componentes de sistemas elétricos [15,16] e 

análise de SEP [17]. 

Haja vista a importância desse sistema para a análise de SEP como um todo o presente artigo tem como 

objetivo uma revisão sistemática das transformadas de Park e Clarke, abordando de maneira clara as nuances 

das transformações além de trazer exemplos práticos de sua aplicação. O artigo está dividido da forma proposta. 

Na Seção 2 é apresentada a Transformada de Clarke (TC), mostrando como derivar ela a partir da forma 

proposta por Clarke [5], além das constantes que definem a invariância de potência e a invariância de amplitude. 

Na Seção 3 é apresentada a Transformada de Park (TP) de forma semelhante à Transformada de Clarke. Na 

Seção 4 é apresentada a generalização do Referencial Arbitrário além de suas aplicações. Na Seção 5 é discutido 

os resultados e propostas para futuros trabalhos. 

2. TRANSFORMADA DE CLARKE 

Em 1938, Edith Clarke apresentou uma modificação das componentes simétricas a fim de remover a parte 

imaginária presente nas componentes simétricas e facilitar os cálculos. Para apresentar o conceito, inicialmente 

vamos definir um sistema, convenientemente de 3 fases, dado pela seguinte equação: 

 

𝝀𝑎𝑏𝑐 = [

𝑀𝑎 cos(𝜔𝑡 + 𝜙𝑎)

𝑀𝑏 cos(𝜔𝑡 + 𝜙𝑏)
𝑀𝑐 cos(𝜔𝑡 + 𝜙𝑐)

] (1) 

 

Onde: 𝝀𝑎𝑏𝑐  é uma variável qualquer definida pelo sistema de coordenadas 𝑎𝑏𝑐; 𝑀𝑘  é a amplitude 

máxima da coordenada 𝑘; 𝜔 é a velocidade angular do sistema, dado em radianos/s; e 𝜙𝑘 é a defasagem da 

coordenada 𝑘 em relação a origem, dado em radianos. 

 Quando é dito que um sistema trifásico é equilibrado significa que as amplitudes de todas as coordenadas 

do sistema são iguais e eles possuem uma defasagem de 120° ou 2𝜋/3 entre si. Matematicamente: 

 

𝝀𝑎𝑏𝑐 = 𝑀 [

cos(𝜔𝑡 + 𝜙)
cos(𝜔𝑡 + 𝜙 − 2𝜋/3)
cos(𝜔𝑡 + 𝜙 + 2𝜋/3)

] (2) 

 

 A TC inicialmente foi desenvolvida por uma modificação da transformada de Fortescue. A apresentação 

detalhada de Fortescue está além do escopo deste artigo, caso tenha interesse, recomenda-se olhar [4]. 

Denotando o sistema de CS como 𝝀012, é possível relacionar este com o sistema da Equação 1 pela Equação 3 

onde 𝛼 = 𝑒
𝑗2𝜋

3 = cos(2𝜋/3) + 𝑗 sen(2𝜋/3). Fazendo a inversão da Equação 3, obtém os valores do sistema 

de coordenadas das CS como mostra a Equação 4. 

𝝀𝑎𝑏𝑐 = 𝑻𝑎𝑏𝑐−012𝝀012 = [
1 1 1
1 𝛼2 𝛼
1 𝛼 𝛼2

] [

𝜆0

𝜆1

𝜆2

] (3) 

𝝀012 = [𝑻𝑎𝑏𝑐−012]
−1𝝀𝑎𝑏𝑐 =

1

3
[
1 1 1
1 𝑎 𝛼2

1 𝛼2 𝛼
] [

𝜆𝑎

𝜆𝑏

𝜆𝑐

] (4) 
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Uma vez sabendo os valores das CS, encontramos a TC pela Equação 5. Podemos perceber pela Equação 

5 que a coordenada 𝛼  é a soma das componentes positiva e negativa, a coordenada 𝛽  é a diferença das 

componentes positiva e negativa defasada 90 graus, e a componente zero permanece a mesma.  

𝝀𝛼𝛽0 = 𝑻012−0𝛼𝛽𝝀±0 = [

1 0 0
0 1 1
0 −𝑗 𝑗

] [

𝜆0

𝜆1

𝜆2

] (5) 

  

Um caso importante para ilustrar é quando faz a transformação de um sistema trifásico equilibrado. Usando 

a Equação 2 com 𝜙 = 0, obtém o resultado da Equação 6, para melhor compreensão do evento a Figura 1 

mostra o paralelo entre um sistema 𝑎𝑏𝑐  e 0𝛼𝛽, ambos equilibrados em fase e amplitude. Na Figura 1a 

visualizamos o caso convencional do sistema trifásico equilibrado, na Figura 2a é possível visualizar duas fases 

defasadas de noventa graus entre si. Para simplificar futuros exemplos, denotamos a transformação dos eixos 

𝑎𝑏𝑐 em 0𝛼𝛽 pela Equação 7. Caso deseje visualizar seu desenvolvimento, refira-se ao Apêndice A. 

𝝀0𝛼𝛽 = 𝑻𝐾𝝀𝑎𝑏𝑐 = 𝑉 [

0
cos(𝜔𝑡)
sen(𝜔𝑡)

] (6) 

𝑻𝐾 = 𝑻𝐶−𝐾𝑻𝑎𝑏𝑐−𝐶𝑆 =
1

3
[
1 1 1
2 −1 −1

0 √3 −√3
] (7) 

  

 
(a) (b) 

FIGURA 1. Sistema trifásico equilibrado em fase e amplitude apresentado no sistema (a) 𝑎𝑏𝑐 (b) 0𝛼𝛽. 

Uma vez que estejamos utilizando a TC para sistemas elétricos, desejamos entender o que os eixos 0𝛼𝛽 

estão nos informando em termos práticos, para tanto utiliza-se uma modificação da matriz de tal forma que o 

valor de um parâmetro que se deseja entender em um sistema equilibrado seja exatamente igual tanto nos eixos 

𝛼𝛽 quando em 𝑎𝑏𝑐 (o 0 é desconsiderado, pois em um sistema equilibrado, o valor no eixo 0 é nulo para 

qualquer instante de tempo). As modificações usuais aplicadas a TC nos levam a duas formas conhecidas como 

Amplitude Invariante (AI) e Potência Invariante (PI), os quais são as Equações 8 e 9, respectivamente. Caso 

deseje ver a resolução, refira-se ao Apêndice B. 

𝑻𝐾−𝐴𝐼 =
1

3
[
1 1 1
2 −1 −1

0 √3 −√3
] (8) 

𝑻𝐾−𝑃𝐼 =
1

√6
[
√2 √2 √2
2 −1 −1

0 √3 −√3

] (9) 
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3. TRANSFORMADA DE PARK 

Em 1929, Robert H. Park apresentou uma modificação da análise de máquinas elétricas na qual as tensões, 

correntes e fluxos magnéticos estão referidos a um sistema que está girando na mesma velocidade da máquina 

síncrona [6]. O autor denomina esse sistema de 𝑑𝑞0, onde 𝑑 é o eixo direto da máquina síncrona e 𝑞 é o eixo 

em quadratura, a coordenada 0 é a mesma dos sistemas 𝛼𝛽0 e 012. 

 Matematicamente definindo a TP: 

𝝀𝑑𝑞0 = 𝑻𝑝𝝀𝑎𝑏𝑐 =
2

3

[
 
 
 
 cos(𝜃) cos (𝜃 −

2𝜋

3
) cos(𝜃 +

2𝜋

3
)

sen(𝜃) sen (𝜃 −
2𝜋

3
) sen(𝜃 +

2𝜋

3
)

1/2 1/2 1/2 ]
 
 
 
 

[

𝜆𝑎

𝜆𝑏

𝜆𝑐

] (10) 

Onde 𝜃 é a posição instantânea dos eixos, além disso 𝑑𝜃 = 𝜔𝑑𝑡. 𝜆𝑘  é uma variável (geralmente tensão 

𝑒, corrente 𝑖 ou fluxo magnético 𝜓) relacionada à coordenada 𝑘. 

Para futuras análises, definamos também a inversa da TP sendo: 

𝑻𝑝
−1 =

[
 
 
 
 

cos(𝜃) −sen(𝜃) 1

cos(𝜃 −
2𝜋

3
) −sen(𝜃 −

2𝜋

3
) 1

cos(𝜃 +
2𝜋

3
) −sen (𝜃 +

2𝜋

3
) 1]

 
 
 
 

 (11) 

Assim como a TC, a TP possui as matrizes de PI e AI, visualizadas pelas Equações 12 e 13, 

respectivamente. Por métodos quase iguais aos apresentados no Apêndice B é possível encontrar os valores das 

constantes e por isso suas deduções não serão apresentadas nesse artigo.  

𝑻𝑝 =
2

3

[
 
 
 
 cos(𝜃) cos (𝜃 −

2𝜋

3
) cos (𝜃 +

2𝜋

3
)

sen(𝜃) sen(𝜃 −
2𝜋

3
) sen(𝜃 +

2𝜋

3
)

1/2 1/2 1/2 ]
 
 
 
 

 (12) 

𝑻𝑝 = √
2

3

[
 
 
 
 cos(𝜃) cos (𝜃 −

2𝜋

3
) cos (𝜃 +

2𝜋

3
)

sen(𝜃) sen (𝜃 −
2𝜋

3
) sen (𝜃 +

2𝜋

3
)

1/√2 1/√2 1/√2 ]
 
 
 
 

 (13) 

Um detalhe interessante a se observar é a semelhança entre as TC e TP. Definindo o instante 𝜃(0) = 0 

na Equação 10 e evidenciando a matriz de transformação obtemos a Equação 14, que é justamente a TC. A 

conclusão é que a TC é a TP estacionária para 𝜃 = 0, ou inversamente, a TP é a TC girando a uma velocidade 

𝜔. 

𝑻𝑝 =
1

3
[
2 −1 −1

0 −√3 √3
1 1 1

] (14) 

Utilizando a TP em sistemas elétricos trifásicos observamos dois eventos. Para o primeiro evento, 

consideremos um sistema trifásico equilibrado como apresentado na Equação 2, aplicando a Equação 2 na 

Equação 10, obtemos a Equação 15. Nisso vemos o principal benefício da TP, em um caso de sistema 

equilibrado necessitamos trabalhar somente com uma fase. Caso deseje visualizar a dedução, refira-se ao 

Apêndice C. 

𝝀𝑑𝑞0 = [
𝑀
0
0

] (15) 

Para o segundo caso, considere o sistema trifásico na Equação 1 com 𝜙𝑎  sendo a referência. Usando esse 

sistema na Equação 10 obtemos as Equações 16.1-16.3. Após algumas manipulações apresentadas no Apêndice 

C, é evidenciado que um sistema 𝑑𝑞0 desequilibrado apresenta um comportamento senoidal em todas as suas 
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fases, e além disso, as fases 𝑑 e 𝑞 apresentam uma componente constante e a frequência em seus termos 

senoidais são o dobro da frequência do sistema 𝑎𝑏𝑐 como mostra a Figura 2. 

𝜆𝑑 =
2

3
[𝑀𝑎 cos(𝜃)cos(𝜔𝑡) + 𝑀𝑏 cos (𝜃 −

2𝜋

3
) cos(𝜔𝑡 −

2𝜋

3
)

+ 𝑀𝑐 cos (𝜃 +
2𝜋

3
)cos (𝜔𝑡 +

2𝜋

3
)] 

(16.1) 

𝜆𝑞 =
2

3
[𝑀𝑎 𝑠𝑒𝑛(𝜃)cos(𝜔𝑡) + 𝑀𝑏 sen(𝜃 −

2𝜋

3
)cos (𝜔𝑡 −

2𝜋

3
)

+ 𝑀𝑐 sen (𝜃 +
2𝜋

3
) cos(𝜔𝑡 +

2𝜋

3
)] 

(16.2) 

𝜆0 =
𝑀

3
[𝑀𝑎 cos(𝜔𝑡) + 𝑀𝑏 cos(𝜔𝑡 −

2𝜋

3
) + 𝑀𝑐 cos(𝜔𝑡 +

2𝜋

3
)] (16.3) 

 

(a)                             (b) 

FIGURA 2. Visualização do sistema trifásico com amplitudes desequilibradas e fases equilibradas no sistema (a) 

𝑎𝑏𝑐 (b) 𝑑𝑞0. 

4. GENERALIZAÇÃO E APLICAÇÕES 

A TP e TC são casos particulares do chamado Transformada de Referencial Arbitrário (TRA) [11]. Ainda 

de acordo com Krause, os eixos girantes do sistema 𝑑𝑞0 podem girar a qualquer velocidade, porém somente 3 

casos são funcionais, estas estão descritas na Tabela 1. A partir de agora as transformações 𝑑𝑞0 vão ser 

referidas apenas por 𝑻𝑅𝐴 , independente da velocidade do referencial.  

TABELA 1. Principais referenciais de velocidade e sua descrição [11]. 

Velocidade Interpretação 

0 Sistema estacionário (Clarke) 

𝜔𝑟 Variáveis referidas à velocidade fixada no rotor 

𝜔𝑠 Variáveis referidas à velocidade síncrona da máquina (Park) 

 

Assim como a TRA é aplicada para valores primordiais de máquinas elétricas, também é possível aplicar 

a mesma em elementos passivos como indutores, capacitores e resistências. As transformações de 𝑎𝑏𝑐 para 

𝑑𝑞0 são dadas pela Equação 17 onde 𝚲 pode ser a matriz de indutância, capacitância ou resistência de um 

sistema trifásico. Dois casos particulares da TRA é quando a matriz 𝚲 é: diagonal; simétrica. Os resultados dos 

dois casos são apresentados nas Equações 18 e 19. A Equação 19 ilustra a principal vantagem da TRA, um 

sistema que antes estava acoplado entre suas fases agora pode ser descrito de maneira separada, facilitando seus 

cálculos. Além disso, como a transformação de 𝜆𝑎𝑏𝑐  para 𝜆𝑑𝑞0 resulta na Equação 15 para casos equilibrados, 

um sistema que antes era matricial agora depende unicamente de uma equação. 

𝚲𝑑𝑞0 = 𝑻𝑅𝐴𝚲𝑎𝑏𝑐(𝑻𝑅𝐴)−1 (17) 
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𝚲𝑑𝑞0 = 𝑻𝑅𝐴 [
Λ 0 0
0 Λ 0
0 0 Λ

] (𝑻𝑅𝐴)−1 = 𝚲𝑎𝑏𝑐 (18) 

𝚲𝑑𝑞0 = 𝑻𝑅𝐴 [
Λ 𝑘 𝑘
𝑘 Λ 𝑘
𝑘 𝑘 Λ

] (𝑻𝑅𝐴)−1 = [
Λ − k 0 0

0 Λ − k 0
0 0 Λ + 2k

] (19) 

Para visualizar os efeitos da TRA, considere o sistema apresentado na Figura 3, com os parâmetros 

apresentados no Quadro 1, em regime permanente, visualmente o sistema se mostra estável nas Figuras 4a-4c, 

onde temos a tensão nos eixos 𝑎𝑏𝑐 e 𝑑𝑞0 e a corrente nos eixos 𝑎𝑏𝑐. Porém, é visível a presença de um 

transitório na Figura 4d. Há que se atentar que o valor do eixo 0 é estável, indicando que o transitório ocorre 

de maneira homogênea nas três fases. 

 

FIGURA 3. Exemplo de sistema elétrico trifásico. 

QUADRO 1. Valores do sistema elétrica da Figura 3. 

Va 220𝑒𝑗0 Laa  2 𝑚𝐻 

Vb 220𝑒−𝑗120° Lbb 2 𝑚𝐻 

Vc 220𝑒𝑗120° Lcc 2 𝑚𝐻 

Ra 1000 Ω Lab  1 𝑚𝐻 

Rb 1000 Ω Lac  1 𝑚𝐻 

Rc 1000 Ω Lbc 1 𝑚𝐻 

 

 

FIGURA 4. Resultado do sistema da Figura 3. (a) Tensão 𝑎𝑏𝑐. (b) Corrente 𝑎𝑏𝑐. (c) Tensão 𝑑𝑞0. (d) Corrente 

𝑑𝑞0. 
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Para a visualização de uma falta, a TRA também se torna mais prática. Na Figura 5 há os resultados das 

correntes e tensões em 𝑎𝑏𝑐 e 𝑑𝑞0 do sistema da Figura 3 quando ocorre uma falta bifásica entre as fases 𝑎 e 

𝑏 em 𝑡 = 0.1𝑠. Na Figura 5b temos a modificação gradual da corrente para as fases 𝑎𝑏𝑐 enquanto na Figura 

4d, a visualização do transitório da falta é mais visível alcançando um pico de 300𝐴 e estabilização próximo 

aos 250𝐴 no eixo 𝑑. Um ponto a salientar é a frequência dupla em 𝑑𝑞0. 

 

 

FIGURA 5. Resultado do sistema da Figura 3 para uma falta bifásica. (a) Tensão 𝑎𝑏𝑐. (b) Corrente 𝑎𝑏𝑐. (c) 

Tensão 𝑑𝑞0. (d) Corrente 𝑑𝑞0. 

5. CONCLUSÃO 

O artigo apresentou as transformadas de Clarke e Park, mostrando toda a fundamentação teórica e suas 

aplicações em sistemas elétricos. Foi visto o efeito de sistemas desequilibrados em fase e ângulo para os 

referidos sistemas, além da dedução para a Potência Invariante e Amplitude Invariante, além da visualização 

prática de toda a teoria em simulação. 

Esse artigo serve para que estudantes visualizem de maneira clara as vantagens das TRAs, permitindo que 

aplique em diferentes casos práticos como os apresentados em [5-17]. Futuros trabalhos a serem feitos 

utilizando o resultados deste trabalho são: utilização das componentes CC apresentadas na dedução da 

Transformada de Clarke desequilibrada em fase e ângulo para identificação de faltas; Dedução dos efeitos de 

elementos em passivos no sistema geométrico 𝑎𝑏𝑐 ↔  𝑑𝑞0 apresentado por O’Rourke [18].  
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APÊNDICE A – DEDUÇÃO DAS EQUAÇÕES DE CLARKE 

Usando um sistema de tensões trifásico equilibrado na Transformada de Fortescue obtemos: 

𝑽012 =
1

3
[
1 1 1
1 𝛼 𝛼2

1 𝛼2 𝛼
] [

𝑉 cos(𝜔𝑡)

𝑉 cos(𝜔𝑡 − 2𝜋/3)

𝑉 cos(𝜔𝑡 + 2𝜋/3)
]

=
𝑽

2
[

0
cos(𝜔𝑡) + 𝑗 sen(𝜔𝑡)

cos(𝜔𝑡) − 𝑗 sen(𝜔𝑡)
]

 (A1) 

Usando a Transformação da Equação 5, obtemos: 

𝑽0𝛼𝛽 = [
1 0 0
0 1 1
0 −𝑗 𝑗

]  𝑉 [

0
cos(𝜔𝑡) + 𝑗 sen(𝜔𝑡)

cos(𝜔𝑡) − 𝑗 sen(𝜔𝑡)
]

= 𝑽 [

0
cos(𝜔𝑡)
sen(𝜔𝑡)

]

 (A2) 

Para facilitar, a TC é dada por: 

𝑻𝐾 = [

1 0 0
0 1 1
0 −𝑗 𝑗

]
1

3
[
1 1 1
1 𝛼 𝛼2

1 𝛼2 𝛼
] =

1

3
[

1 1 1
2 𝛼 + 𝛼2 𝛼2 + 𝛼
0 −𝑗(𝛼 − 𝛼2) +𝑗(𝛼2 − 𝛼)

] =
1

3
[

1 1 1
2 −1 −1

0 √3 −√3
] (A3) 

  

APÊNDICE B – DEDUÇÃO DA AMPLITUDE INVARIANTE E POTÊNCIA INVARIANTE DE CLARKE 

Em cada instante de tempo, as tensões em 𝛼𝛽 possuem um valor definido por suas equações. O que 

desejamos é definir uma forma que essas tensões estejam referidas às tensões de 𝑉𝑎𝑏𝑐 . Pela Equação B1.1-1.3 

vemos a relação entre 0𝛼𝛽 e 𝑎𝑏𝑐.  

𝑣0 =
𝐾

3
(𝑣𝑎 + 𝑣𝑏 + 𝑣𝑐) 

(B1.1) 

𝑣𝛼 =
𝐾

3
(2𝑣𝑎 − 𝑣𝑏 − 𝑣𝑐) 

(B1.2) 

𝑣𝛽 =
𝐾

3
(√3𝑣𝑏 − √3𝑣𝑐) (B1.3) 

 O objetivo é então encontrar uma constante 𝐾 que torne o valor máximo dos eixos 𝛼 e 𝛽 iguais ao valor 

máximo dos eixos 𝑎𝑏𝑐. Supondo um sistema de tensão trifásico equilibrado, podemos escrever a Equação B2 

como: 

𝑉𝛼 = 𝑣𝑎 cos(𝜔𝑡) =
𝐾

3
[2𝑉cos(𝜔𝑡) + 𝑉 cos (𝜔𝑡 −

2𝜋

3
) + 𝑉cos (𝜔𝑡 +

2𝜋

3
)] (B2) 

 No instante 𝑡 = 0, obtemos: 

𝑣𝑎 =
𝑉𝐾

3
[2 +

1

2
+

1

2
]

𝑣𝑎 =  𝑉𝐾
 (B3) 

 Assim vemos que para manter a magnitude da tensão constante, 𝐾 deve ser igual a 1. Usualmente, é 

encontrado na literatura a matriz da TC igual à Equação B4, porém é somente uma manipulação desnecessária. 

𝑻𝐾−𝐴𝐼 =
2

3
[

1/2 1/2 1/2
1 −1/2 −1/2

0 √3/2 −√3/2

] (B4) 

 Para definir a Potência Invariante, deve encontrar uma constante tal que mantenha o valor das potências 

em 𝑎𝑏𝑐 e 𝛼𝛽0 iguais, em outras palavras: 

 

𝑷𝑎𝑏𝑐 = 𝑷0𝛼𝛽  (B5) 
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 Sabemos que a potência de um sistema trifásico é dada em sua forma matricial por: 

𝑷𝑎𝑏𝑐 = [𝑽𝑎𝑏𝑐]
𝑇𝑰𝑎𝑏𝑐 = [𝑣𝑎 𝑣𝑏 𝑣𝑐] [

𝑖𝑎
𝑖𝑏
𝑖𝑐

] (B6) 

 Também sabemos que: 

𝝀𝑎𝑏𝑐 = [𝑻𝐾]−1 [

𝜆0

𝜆𝛼

𝜆𝛽

] =
1

2
[

2 2 0

2 −1 √3

2 −1 −√3

][

𝜆0

𝜆𝛼

𝜆𝛽

] (B7) 

 Usando a Equação B6 em B5 e usando a igualdade de B4, encontramos: 

[𝑣𝑎 𝑣𝑏 𝑣𝑐] [

𝑖𝑎
𝑖𝑏
𝑖𝑐

] = ([𝑻𝐾]−1 [

𝑣0

𝑣𝛼

𝑣𝛽

])

𝑇

[𝑻𝐾]−1 [

𝑖0
𝑖𝛼
𝑖𝛽

]

= (
1

2
[

2 2 0

2 −1 √3

2 −1 −√3

] [

𝑣0

𝑣𝛼

𝑣𝛽

])

𝑇

1

2
[

2 2 0

2 −1 √3

2 −1 −√3

][

𝑖0
𝑖𝛼
𝑖𝛽

]

=
1

4
[

2𝑣0 + 2𝑣𝛼

2𝑣0 − 𝑣𝛼 + √3𝑣𝛽

2𝑣0 − 𝑣𝛼 − √3𝑣𝛽

]

𝑇

[

2𝑖0 + 2𝑖𝛼

2𝑖0 − 𝑖𝛼 + √3𝑖𝛽

2𝑖0 − 𝑖𝛼 − √3𝑖𝛽

]

 (B8) 

 Depois de algumas manipulações algébricas em B8, encontramos: 

[

𝒗𝒂

𝒗𝒃

𝒗𝒄

]

𝑻

[

𝒊𝒂
𝒊𝒃
𝒊𝒄

] =
𝟑

𝟐
[
√𝟐𝒗𝟎

𝒗𝜶

𝒗𝜷

]

𝑻

[
√𝟐𝒊𝟎
𝒊𝜶
𝒊𝜷

] = √
𝟑

𝟐
[
√𝟐𝒗𝟎

𝒗𝜶

𝒗𝜷

]

𝑻

√
𝟑

𝟐
[
√𝟐𝒊𝟎
𝒊𝜶
𝒊𝜷

] (B9) 

O objetivo agora é encontrar uma TC tal que 𝑽𝑎𝑏𝑐 = [𝑻𝑘]−1𝑽0𝛼𝛽 . Analisando a Equação B9 temos que: 

As componentes 𝑎𝑏𝑐 são √3/√2 maiores que as componentes 0𝛼𝛽; A coordenada zero está multiplicada por 

√2. Para integrar essa modificação, a TC deve ser: 

𝝀𝟎𝜶𝜷 = 𝑻𝑲−𝑷𝑰𝝀𝒂𝒃𝒄 = √
𝟑

𝟐

𝟏

𝟑
 [

√𝟐 √𝟐 √𝟐
𝟐 −𝟏 −𝟏

𝟎 √𝟑 −√𝟑

]𝝀𝒂𝒃𝒄 =
𝟏

√𝟔
 [

√𝟐 √𝟐 √𝟐
𝟐 −𝟏 −𝟏

𝟎 √𝟑 −√𝟑

] (B9) 

APÊNDICE C – RESULTADO DA APLICAÇÃO DA TRANSFORMADA DE PARK EM SISTEMAS TRIFÁSICOS 

 Usando a Equação 10 em 2 obtemos as relações apresentadas nas Equações C1.1-1.3. Supondo que 𝜃 é 

igual à 𝜔𝑡 para qualquer instante de tempo então podemos reescrever as Equações C1.1-1.3 em C2.1-2.3. 

𝝀𝒅 =
𝟐𝑴

𝟑
[𝐜𝐨𝐬(𝜽) 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝐜𝐨𝐬(𝜽 −

𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
) + 𝐜𝐨𝐬 (𝜽 +

𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 +

𝟐𝝅

𝟑
)] (C1.1) 

𝝀𝒒 =
𝟐𝑴

𝟑
[𝐬𝐞𝐧(𝜽) 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝐬𝐞𝐧 (𝜽 −

𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
) + 𝐬𝐞𝐧 (𝜽 +

𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬 (𝝎𝒕 +

𝟐𝝅

𝟑
)] (C1.2) 

𝝀𝟎 =
𝑴

𝟑
[𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
) + 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 +

𝟐𝝅

𝟑
)] (C1.3) 

  

𝝀𝒅 =
𝟐𝑴

𝟑
[𝐜𝐨𝐬𝟐(𝝎𝒕) + 𝐜𝐨𝐬𝟐 (𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
) + 𝐜𝐨𝐬𝟐 (𝝎𝒕 +

𝟐𝝅

𝟑
)] (C2.1) 

𝝀𝒒 =
𝟐𝑴

𝟑
[𝐬𝐞𝐧(𝝎𝒕)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝐬𝐞𝐧 (𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
)

+ 𝐬𝐞𝐧 (𝝎𝒕 +
𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 +

𝟐𝝅

𝟑
)] 

(C2.2) 
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𝝀𝟎 =
𝑴

𝟑
[𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
) + 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 +

𝟐𝝅

𝟑
)] (C2.3) 

 Lembrando das relações trigonométricas:  

𝐜𝐨𝐬𝟐(𝒂) =
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒂)

𝟐
  

𝐬𝐞𝐧(𝒂) 𝐜𝐨𝐬(𝒂) =
𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒂)

𝟐
  

𝐬𝐞𝐧𝟐(𝒂) =
𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒂)

𝟐
  

Assim, reescrevemos as Equações C2.1-2.2 em C3.1-3.2. Além disso, como o sistema é equilibrado o 

resultado de C2.3 é nulo para qualquer instante, assim: 

𝝀𝒅 =
𝑴

𝟑
[𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝝎𝒕)+ 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝝎𝒕 −

𝟒𝝅

𝟑
) + 𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝝎𝒕 +

𝟒𝝅

𝟑
)] (C3.1) 

𝝀𝒒 =
𝑴

𝟑
[𝐬𝐞𝐧(𝟐𝝎𝒕)+ 𝐬𝐞𝐧 (𝟐𝝎𝒕 −

𝟒𝝅

𝟑
) + 𝐬𝐞𝐧 (𝟐𝝎𝒕 +

𝟒𝝅

𝟑
)] (C3.2) 

𝝀𝟎 = 𝟎 (C3.3) 

Como o sistema é equilibrado a soma dos senos e cossenos é nulo o que nos leva ao sistema descrito na 

Equação C4. 

𝝀𝒅𝒒𝟎 = [
𝑴
𝟎
𝟎

] (C4) 

Para o caso de sistemas trifásicos não equilibrados em fase e amplitude, utiliza a Equação 1 em 10 

utilizando a fase 𝑎  como referência. O resultado é o sistema de Equações apresentados em C5.1-5.3. 

Inicialmente é necessário isolar.  

𝝀𝒅 =
𝟐

𝟑
[𝒄𝒐𝒔(𝝎𝒕)𝑴𝒂 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
)𝑴𝒃 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒃)

+ 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 +
𝟐𝝅

𝟑
)𝑴𝒄 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒄)] 

(C5.1) 

𝝀𝒒 =
𝟐

𝟑
[𝒔𝒆𝒏(𝝎𝒕)𝑴𝒂 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝐬𝐞𝐧 (𝝎𝒕 −

𝟐𝝅

𝟑
)𝑴𝒃 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒃)

+ 𝐬𝐞𝐧 (𝝎𝒕 +
𝟐𝝅

𝟑
)𝑴𝒄 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒄)] 

(C5.2) 

𝝀𝟎 =
𝟏

𝟑
[𝑴𝒂 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) + 𝑴𝒃 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒃) + 𝑴𝒄 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒄)] (C5.3) 

Analisando inicialmente 𝜆𝑑 , podemos dividi-lo em três termos da seguinte maneira: 

𝝀𝒅 =
𝟐

𝟑
[𝒕𝒅𝟏 + 𝒕𝒅𝟐 + 𝒕𝒅𝟑] 

Onde: 

𝒕𝒅𝟏 = 𝑴𝒂 𝐜𝐨𝐬𝟐(𝝎𝒕) 

𝒕𝒅𝟐 = 𝑴𝒃 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 −
𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒃)

= 𝑴𝒃 [−
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) +

√𝟑

𝟐
𝐬𝐞𝐧(𝝎𝒕)  ] [𝑲𝒃𝒄 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) − 𝑲𝒃𝒔 𝐬𝐞𝐧(𝝎𝒕)] 
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𝒕𝒅𝟑 = 𝑴𝒄 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 +
𝟐𝝅

𝟑
)𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕 + 𝝓𝒄)

= 𝑴𝒄 [−
𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) −

√𝟑

𝟐
𝐬𝐞𝐧(𝝎𝒕)  ] [𝑲𝒄𝒄 𝐜𝐨𝐬(𝝎𝒕) − 𝑲𝒄𝒔 𝐬𝐞𝐧(𝝎𝒕)] 

 

Onde 𝐾𝑏𝑐 , 𝐾𝑏𝑠 ,  𝐾𝑐𝑐 , 𝐾𝑐𝑠  são constantes referentes aos cossenos e senos dos ângulos 𝜙𝑏  e 𝜙𝑐 , 

respectivamente. Após uma manipulação em 𝑡𝑑1, 𝑡𝑑2 e 𝑡𝑑3, encontra: 

𝑡𝑑1 =
𝑀𝑎

2
[1 + cos(2𝜔𝑡)] 

𝑡𝑑2 =
𝑀𝑏

4
[−𝐾𝑏𝑐 − √3𝐾𝑏𝑠 + cos(2𝜔𝑡)(√3𝐾𝑏𝑠 − 𝐾𝑏𝑐) − sen(2𝜔𝑡)(𝐾𝑏𝑠 + √3𝐾𝑏𝑐)] 

𝑡𝑑3 =
𝑀𝑐

4
[−𝐾𝑐𝑐 + √3𝐾𝑐𝑠 − cos(2𝜔𝑡)(𝐾𝑐𝑐 + √3𝐾𝑐𝑠) + sen(2𝜔𝑡)(𝐾𝑐𝑠 − √3𝐾𝑐𝑐)] 

  A mesma análise é feita para 𝜆𝑞  resultando em: 

𝑡𝑞1 =
𝑀𝑎

2
sen(2𝜔𝑡) 

𝑡𝑞2 =
𝑀𝑏

4
[𝐾𝑏𝑠 − √3𝐾𝑏𝑐 − cos(2𝜔𝑡)(𝐾𝑏𝑠 + √3𝐾𝑏𝑐)+ sen(2𝜔𝑡)(√3𝐾𝑏𝑠 − 𝐾𝑏𝑐)] 

𝑡𝑞3 =
𝑀𝑐

4
[𝐾𝑐𝑠 + √3𝐾𝑐𝑐 + cos(2𝜔𝑡)(√3𝐾𝑐𝑐 − 𝐾𝑐𝑠) − sen(2𝜔𝑡)(√3𝐾𝑐𝑠 + 𝐾𝑐𝑐)] 

 Com os termos 𝑡𝑑𝑥 , 𝑡𝑞𝑥 |𝑥 = {1,2,3} definidos, agora vejamos o que ocorre em casos de equilíbrio de fase, 

ou seja 𝜙𝑏 = −2𝜋/3 e 𝜙𝑐 = 2𝜋/3, o que nos leva a: 

𝐾𝑏𝑐 = 𝐾𝑐𝑐 = −
1

2
;−𝐾𝑏𝑠 = 𝐾𝑐𝑠 =

√3

2
 

 Usando esses valores, os termos 𝑡𝑑𝑥 , 𝑡𝑞𝑥|𝑥 = {1,2,3} se tornam: 

𝑡𝑑1 =
𝑀𝑎

2
[1 + cos(2𝜔𝑡)] 

𝑡𝑑2 =
𝑀𝑏

4
[2 − cos(2𝜔𝑡) − √3 sen(2𝜔𝑡)] 

𝑡𝑑3 =
𝑀𝑐

4
[2 − cos(2𝜔𝑡) + √3 sen(2𝜔𝑡)] 

 

𝑡𝑞1 =
𝑀𝑎

2
sen(2𝜔𝑡) 

𝑡𝑞2 =
𝑀𝑏

4
[√3 cos(2𝜔𝑡)− sen(2𝜔𝑡)] 

𝑡𝑞3 =
𝑀𝑐

4
[−√3cos(2𝜔𝑡)− sen(2𝜔𝑡)] 

Assim um sistema 𝑑𝑞0 desequilibrado somente em amplitude é dado pela Equação C6. Para verificar a 

veracidade do resultado, basta fazer 𝑀𝑎 = 𝑀𝑏 = 𝑀𝑐, o que leva à Equação C4. 

 

𝝀𝑑𝑞0 =
2

3

[
 
 
 
 
 
 𝑀𝑎 + 𝑀𝑏 + 𝑀𝑐

2
+ cos(2𝜔𝑡)(

2𝑀𝑎 − 𝑀𝑏 − 𝑀𝑐

4
) + sen(2𝜔𝑡)(

√3𝑀𝑐 − √3𝑀𝑏

4
)

sen(2𝜔𝑡)(
2𝑀𝑎 − 𝑀𝑏 − 𝑀𝑐

4
) + cos(2𝜔𝑡)(

√3𝑀𝑏 − √3𝑀𝑐

4
)

𝑀𝑎

2
cos(𝜔𝑡) +

𝑀𝑏

2
cos (𝜔𝑡 −

2𝜋

3
) +

𝑀𝑐

2
cos(𝜔𝑡 +

2𝜋

3
) ]

 
 
 
 
 
 

 (C6) 
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