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Resumo: Diversos problemas de engenharia podem ter seus comportamentos descritos por equacgdes
diferenciais, proporcionando entdo, uma analise mais tedrica dos seus comportamentos e facilitando a
compreensdo dos mesmos. Diversos métodos analiticos sdo utilizados na resolucdo de equagdes diferenciais,
no entanto, nem sempre é possivel se obter uma solugdo analitica, o que nos leva entdo a utilizar outros
modelos matematicos para tal funcdo, os métodos numéricos. O presente trabalho tem como objetivo avaliar
a eficiéncia da utilizagdo dos métodos numéricos de Euler, Heun e Runge — Kutta, na resolucéo de equages
diferenciais que descrevem problemas de sistema massa-mola com amortecimento viscoso. Para a resolugéo
dos testes, foram realizadas simulagGes numéricas a partir da implementacdo dos métodos no IDE SciLab
5.5.2, onde diversas curvas foram obtidas a ponto de propiciarem a avaliacdo de desempenho de cada método.
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1. INTRODUGCAO

Segundo [1], muitos problemas fundamentais da mecanica, biologia, fisica, quimica, economia e nas
diversas areas da engenharia sdo dados em termos de varia¢Oes espaciais e/ou temporais, e definem
mecanismos de variacdo. A abordagem de tais problemas é feita através de Equacdes Diferenciais, que
envolvem uma funcéo desconhecida e suas respectivas derivadas.

Uma importante aplicacdo na engenharia é o estudo e andlise das vibragdes. Em qualquer estrutura civil,
mecanismos ou maquinas em geral esse fendbmeno pode estar presente, ocasionando, quando ultrapassa 0s
devidos limites, falhas e problemas muitas vezes irreversiveis e até mesmo fatais para quem esta utilizando ou
operando.

Diante da importancia e complexidade na interpretacdo e resolucéo dos problemas que envolvem vibracdes
de sistemas massa-mola com amortecimento, torna-se necessario a utilizacdo e resolucdo de equagdes
diferenciais.

Para a resolucéo de equagdes diferenciais existem diversos métodos analiticos, porém, existem situacdes [4]
em que nao é possivel obter uma solugdo analitica, sendo assim, torna-se necessaria a utilizacdo de métodos
numeéricos, modelos matematicos que a partir de uma funcéo prépria se aproxima da solugdo de um problema.
Entre esses métodos vale ressaltar o Método de Euler, o0 Método de Heun e o Método de Runge-Kutta.

Esse trabalho tem como objetivo analisar a eficiéncia da utilizagdo dos métodos numéricos de Euler, Heun
e Rugen-Kutta na resolucdo de equac@es diferenciais que descrevem problemas de sistema massa-mola com
amortecimento, em relacdo as solugdes analiticas obtidas na literatura.

4. FUNDAMENTAGAO TEORICA

2.1 Equacoes Diferenciais

Para uma melhor compreenséo dos estudos desenvolvidos neste trabalho, sera apresentado um breve resumo
da teoria fundamental relacionada as equacdes diferenciais. As demonstra¢8es dos teoremas mais gerais fogem
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do escopo desse trabalho e, portanto, ndo serdo expostas no texto. Para darmos inicio ao estudo, é necessario
que se entenda o que é uma equacdo diferencial. Entre outros autores, [3] vem mostrar que:

Definicdo 2.1: Uma equacéo que contém as derivadas (ou diferengas) de uma ou mais variaveis dependentes
em relacdo a uma ou mais varidveis independentes é chamada de equacéo diferencial (ED).

As equacdes diferenciais podem ser classificadas por tipo, ordem e linearidade. Quanto ao tipo podem ser
ordinaria ou parcial, na qual a equagdo que apresenta derivadas com relagdo a uma Unica variavel independente
é chamada de equagdo diferencial ordinaria (EDO), no entanto, se a equacédo apresentar derivadas com relagao
a duas ou mais variaveis independentes é denominada de equacéo diferencial parcial (EDP). A classificagéo por
ordem corresponde a derivada de maior ordem na equacdo. Quanto a linearidade, dada a EDO de n-ésima ordem
por:

n-ly n 2y (1)
a (X) +an 1) +an2(x) —5 .t (X) +ao(X) g(x)

A equacdo representada acima é considerada linear se y e todas as suas derivadas s&o do primeiro grau e se
0s seus respectivos coeficientes a,... a,, dependem de fungdes cuja varidvel é independente ou séo constantes.
Vale ressaltar também dois casos em que a Equagdo 01 pode ser apresentada, onde ela é dita homogénea se g(x)
=0, ou heterogénea se g(x) # 0. Nesse trabalho, as equagdes que serdo estudadas devido as suas aplicacdes se
resumem a equac6es diferenciais do tipo ordinaria (EDO), lineares, homogéneas e de segunda ordem.

2.1.1 Equagdo Linear de Primeira Ordem e de Segunda Ordem

Uma equacdo linear de primeira ordem corresponde a uma equacgéo cuja a ordem de sua maior derivada é
igual a um, ou seja, a partir da Equacéo 01, ela sera de primeira ordem quando n = 1, descrevendo-se na forma:

d
a;(x) d_z +ay(x)y=g(x) @)

onde o coeficiente a,(x) # 0.
Uma equacdo diferencial de segunda ordem é toda equacdo cuja a ordem de sua maior derivada € igual a
dois, em outras palavras, tendo como base a Equacéo 01, ela serd de segunda ordem se n = 2 de forma que:

dy
a (X) + a (X) <2 (Xy=g(x) (3)

onde o coeficiente a,(x) # 0.

2.1.2 Problema de Valor Inicial (PVI)

Para se encontrar uma solucéo particular de uma EDO, ou seja, determinar uma funcdo y(x) que satisfaca
as determinadas condicGes de contorno que sdo impostas sobre ela e suas derivadas dada uma condic&o inicial
X, € utilizado um problema denominado de problema de valor inicial (PVI). O problema de valor inicial para
uma equacao de n-ésima ordem esta sujeita as seguintes condigdes iniciais:

Y= Yo Y)Y s Y=y o

onde Xg, Y, Yo's -+ y™D s&o conhecidos. No entanto, um PVI s6 tera solugio Gnica se a mesma
seguir as condicBes do seguinte teorema:

Teorema 2.4: Sejam a,(x), a,(x), ap(x) € g(x) continuas no intervalo | e seja a,(x) # 0 para todo x nesse
intervalo. Se x = x, for um ponto qualquer desse intervalo, entdo existe uma Unica solucdo y(x) do problema
de valor inicial nesse intervalo.

Logo, para um problema de valor inicial de uma EDO de segunda ordem, temos que as condi¢es iniciais
sdo:
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Y(X)= Y, » Y(X)=Y,' ®)
sendo x,, y, €y, dados conhecidos.

2.2 Vibragdo Livre com Amortecimento Viscoso

A vibracéo livre [2] é compreendida como a vibragdo que um sistema exerce como resultado de uma
perturbacdo inicial (condig@es iniciais ndo nulas), que pode ser um impulso retirando-o da posicao de equilibrio
ou um impacto que imprime uma velocidade inicial ndo nula. O sistema massa-mola, objeto de estudo do
trabalho, é basicamente composto por um corpo que esta preso em uma mola e que oscila livremente em meio
viscoso ap6s uma perturbacgdo inicial por meio da distensdo da mola (massa desprezivel). Na Figura 1 é
representado o sistema descrito. No balango de forcas, temos que o peso da massa do corpo (para baixo) gera
uma deformagdo na mola na qual a mesma reage aplicando uma forga elastica (para cima), havendo um
equilibrio de forgas e chegando a posicao de equilibrio do sistema. No entanto, ao tratarmos o sistema perante
a utilizacdo de um fluido como amortecimento, haverd a presenga de mais um componente de forca que
participara do equilibrio. A posicdo do corpo que esta oscilando perante uma perturbacéo inicial em um meio
Viscoso em um certo instante de tempo pode ser obtida a partir da utilizacdo de equagdes diferenciais.

5] E] 3
= s 2
= \ S > e
s __S1 2
ndo estendida s X
- + o _(\:Q;f_ -
(.«
posicido f?; X
de equilibrio P e movimento
mg-ks =0 / amortecido
i
i
(a) (b) ()

FIGURA 1. Sistema massa-mola em diferentes estados. (a) mola néo estendida, (b) posicéo de equilibrio e
(c) movimento amortecido. [6]

A equacdo que descreve a vibragdo livre com amortecimento viscoso é dado por:
m——+c—+kx=0 (6)

onde m é a massa do corpo, desprezando-se a massa da mola, ¢ a constante de amortecimento, k a constante
da mola e x a deformac&o da mola na perturbaco. A sua equagdo auxiliar é expressa por:

ms?+cs+k=0, @
cuja raizes séo:

(®)

contudo, antes de encontrarmos as solugdes, é interessante aprofundar um pouco o estudo e reescrever as
raizes em funcdo da constante de amortecimento critico e o fator de amortecimento.
De acordo com [2], o amortecimento critico ¢, é definido como o valor que a constante de amortecimento
¢ apresenta para que o valor do radicando da Equacdo 08 torne-se zero:
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)k
(3m) "m0 ©
C. = 2mwy,

k . A - . o .
onde o,= \/; ¢ a frequéncia natural de vibracdo do sistema.

O fator de amortecimento ¢ é definido pela razdo entre a constante de amortecimento c¢ e o
amortecimento critico ¢, da seguinte forma:
C
et (10)

C

s1=(- C+ ,/cz-l) ®p, (1)

assumindo 0< {< oo, 0 radicando na expressdo das raizes pode ser positivo, hegativo ou zero, o que nos leva
ao estudo de trés casos possiveis para 0 comportamento do fendmeno: sistema superamortecido (¢ > 1), que
descreve um movimento aperiodico no qual para o tempo tendendo ao infinito (t — o), a posi¢do do corpo
retornara para zero; sistema criticamente amortecido (¢ = 1), consiste no principio basico de funcionamento de
um amortecedor, uma vez que neste caso, a funcéo tende a zero em um intervalo de tempo muito menor e o seu
movimento é aperiddico; sistema subamortecido (¢ < 1), onde 0 movimento desse sistema é oscilatério, no
entanto, sua amplitude diminui exponencialmente com o tempo levando-o a posigao zero.

Podemos reescrever as raizes como:

2.3 Polindmios de Taylor

Antes de introduzir os métodos numéricos a serem trabalhados, é importante conceituar o Polindmio de
Taylor, pois 0 mesmo tem aplica¢do importante na resolugdo numérica de equagdes diferenciais.

O teorema de Taylor [1] afirma que qualquer funcéo suave pode ser aproximada por um polinémio, visto
que os polinémios apresentam derivadas e integrais elementares. Em outras palavras, o teorema de Taylor
consiste em representar fungdes em séries de poténcia em a para uma analise numérica, onde:

! ' n)
f(x)=f(a)+f(a)+ fg—?) (x-a)+ PZL? (x-a)?+...+ % (x-a)" (12)

Quando a Equagdo 12 é limitada em um termo finito, tem-se um Polinémio de Taylor, onde o resto da série
é truncado e chamado de erro de truncamento local (ETL;). Logo, o polinémio de Taylor (T (x)) de ordem i
¢ dado por:

i n)
(FORDY f(nfa) (xa)’ (13)
n=0

Substituindo a Equacédo 13 na Equacdo 12, temos:

f(x)=T;(x)+ ETL, (14)
ETL,=O(h"") (15)
comi=0,1,...,(n-1) e h otamanho do passo.
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2.4 Método de Euler

Segundo [5], o método de Euler, desenvolvido por Leonhard Euler, consiste em um método numérico capaz
de encontrar de forma simplificada uma aproximacéo para a solucdo de uma equacéo diferencial de primeira
ordem a partir de um problema de valor inicial dado em um intervalo [a,b]. Esse método também é chamado de
método da reta tangente, pois sua abordagem é feita a partir da equacdo da reta tangente (Figura 2). Dada uma
EDO do tipo da Equacdo 02 com seu respectivo PVI, o0 método retornard ndo a aproximacao para a solucao
y(x), mas sim aproximacdes por pontos, chamados de pontos de malha, que devem estar igualmente distribuidos
no devido intervalo. Segundo [1], a primeira derivada da funcdo y=f(x), em x,, fornece uma estimativa direta
da inclinacdo em x,. Portanto, para determinar a projecdo aproximada de um ponto seguinte x; em v, é feita
uma estimativa através desta inclinagéo, que é definida pela fungdo L(x) (Figura 2).

r
¥1=1L(xy)

¥(x)

flx)

y(xo) = ¥o

FIGURA 2. Grafico das fungdes L(x) e f(x), onde L(x) € areta tangente a f(x) no ponto (x,y,)-[9]

Para se obter uma aproximagao y, para um valor desconhecido y(x;), € utilizada a equagdo da reta tangente
L(x) na qual é representada, de forma genérica, pela Equagdo 16 considerando h=? chamado de tamanho de
passo e n um namero inteiro positivo qualquer. Logo a fungao de iteracdo do método de Euler é dada por:

Yipr = ¥y thi(x,y;) (16)

2.5 Método de Heun

Segundo [1], ao considerar, no método de Euler, que a derivada no inicio do intervalo pode ser usada em
todo o intervalo, podera haver um consideravel erro numérico. Portanto, o método de Heun, também chamado
de Euler melhorado, apresenta uma estratégia para se encontrar a solugdo numérica com melhor precisdo. Uma
das estratégias, é determinar duas derivadas, uma no ponto inicial e outra no ponto final, onde a nova inclinagéo
ser4 dada pela média das duas derivadas. Logo, tomando a Equacédo 16, e adaptando para a estratégia descrita
temos:

f(xiayi)+f(x'+laY' ) 17
Yin=¥it 21 - a0

A Figura 3 ilustra graficamente o funcionamento do método de Heun.

A

b Lix)

Fiog = L{xy,y) [s===s==sssssscssssccssssssnssnssy
e o "inclinac®o = f(x;, 5. ¥i.1 L'x)
i

Piaa) e Yo .
! i1 = L (81) [ mmmmmmmmmmmmmmmmm oo : flx)

Inclinagdo = f(x,,y

Yix) =y foconmmmnmm e Y =yif--mmmmmm o= =

-
mcimgdo=J..._|.-fl... et

xi Xi+l

v

Figura 3. Demonstragdo grafica do método de Heun.[9]
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2.6 Método de Runge-Kutta

Desenvolvido por Carl David Runge e M. Wilhelm Kutta, 0 método é um dos mais eficientes e populares
para a solugdo de problemas de valor inicial. Segundo [5], “0s métodos de Runge-Kutta (RK) alcancam a
acuricia de uma abordagem por série de Taylor sem exigir cdlculos de derivadas de ordem superior”,
justificando entdo sua acuracia. Os métodos tém como base os polindmios de Taylor e séo classificados quanto
a ordem, onde a mesma ¢é definida pelo n na funcdo. O método Runge-Kutta de n-ésima ordem é dado por:

yi+1: yi"rh. (Z aiki> (18)

i=1

no qual a; e k; sdo respectivamente constantes e funcdes relacionadas ao problema em questéo.
O método RK de 12 ordem representa 0 método de Euler, na qual a série de Taylor é expandida até n =1
e o resto da sequéncia é truncado, bem como 0 método RK de 22 ordem representa o método de Heun, na qual
a série de Taylor € expandida até n = 2 e o resto da sequéncia é truncado. Tendo em vista que quanto maior a
ordem menor sera o erro por truncamento [1], o método mais utilizado por possuir maior precisdo bem como
ter uma simples implementacéo, é o método de RK de quarta ordem, que é dado por:

h
yi+1= yi+ 5(k1+2k2+2k3+k4) (19)
com i=0,1,..., (n-1),€:
k1=f(xi,yi) (20)
h h

ky=f(x;+ 3 N 3 ky) (21)

k=i +h +hk
=it 5yt ko) (22)
ky=f(x;+h,y,+hk;) (23)

As equacBes mostradas acima correspondem a uma solugdo particular uma vez que existem outros métodos
de Runge-Kutta de quarta ordem geradas a partir da variacao dos coeficientes do método.

3. METODOLOGIA

De modo a verificar a eficiéncia dos métodos de Euler, Heun e Runge-Kutta na resolugdo de problemas de
valor inicial de equacOes diferenciais que descrevem problemas de sistema massa-mola com trés casos
diferentes de amortecimento, foi realizada a simulagdo numérica dos métodos numéricos no IDE ScilLab versao
5.5.2, utilizando um intervalo de [0,2] na posicdo, e posteriormente os resultados foram comparados com a
funcgdo solucdo, encontrada em [6] de forma analitica, de cada problema. Nos testes, foi realizada a anélise da
influéncia do passo h na aproximagdo da solucéo e, como critérios de anélise da eficiéncia dos métodos foram
utilizados o erro absoluto (Equacdo 24) e o erro relativo (Equacdo 25) bem como a anélise gréfica.

Eabsoluto:|yi+1 - yi| x100% (24)

M x100% (25)

relativo
i+1
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3.1 Problemas Tedricos

Os problemas que serdo solucionados [6] abordam os trés tipos (casos) de vibracdo amortecida que foram
vistos nesse trabalho.
Problema 1: Sistema superamortecido. A equacao diferencial e seu respectivo PVI sdo dados por:

1,2x""+100x +180x=0 (26)
{x(()):o,ls m
X (0)=0 m/s (27)

Problema 2: Sistema criticamente amortecido. A equacdo diferencial e seu respectivo PV sdo dados por:

1,2x""+29,4x +180x=0 (28)
{X(O)=0,15 m
x (0)=0 m/s (29)

Problema 3: Sistema subamortecido. A equac&o diferencial e seu respectivo PVI séo dados por:

1,2x" " +3x+180x=0 (30)
{X(O)=0,15 m
x (0)=0 m/s (31)

Tendo em vista que os problemas acimas sao representados por equacdes diferenciais de segunda ordem,
e 0s respectivos métodos numeéricos utilizados apenas se aplicam a equacBes de primeira ordem, é necessario
entdo que haja a reducdo da mesma para sua posterior execucao.

3.2 Reducéo de ordem

Para reduzir a ordem da EDO, foi utilizado uma técnica que, tendo inicialmente uma equacéo diferencial de
segunda ordem homogénea e seus respectivo PVI, temos:

y +ay +agy=0

(32)
y(X0)=Y,
, 33
{y (x0)=y, (33)
com a; € a, constantes quaisquer, podemos fazer a mudanca de varidvel (reducéo de ordem):
z=y'e z'=y” (34)
e reescrever a equacgdo e seu respectivo PVI como:
z+a,z+ayy=0 (35)
y(X0)=Y,
36
{Z(XO)_Y| ( )

logo, chegamos a duas equagdes diferenciais de primeira ordem com seus respectivos PVI [7]. Uma vez que
a reducdo € realizada, as equacBes se tornam propicias a utilizacdo dos métodos numéricos, no entanto, 0s
algoritmos dos mesmos devem passar por uma manipulacdo de forma a resolverem os problemas retornando
valores em forma de vetor duplo (¥).
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1. Problema 1
Reduzindo a ordem da equacdo segundo a secdo 3.2, temos:
@37
1,22+100z+180x=0
{X(O):O,IS m (38)
z(0)=0 m/s
De acordo com [6], a solucéo analitica do respectivo problema é dada por:
(39)

x(£)=0,1535¢1:8406_) )034¢81:4931t

Os resultados obtidos a partir da execucdo do método nos algoritmos estdo representados na Tabela 1 e na

Figura 4.
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FIGURA 4. Graficos com as curvas estimadas em cada método de acordo com cada tamanho de passo.

(Autoria propria)
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TABELA 1. Erro absoluto e Erro relativo médio dos resultados dos testes
de cada método para cada valor de h.

Erro absoluto médio

h Euler Heun Runge-Kutta

0,1 fl estima fl estima fl estima

0,01 3,5390x 10™*  3,5390x 10~* 2,9988x 107*

0,001 4,3396x 107 3,3915x 10~° 3,4628x 107°

0,0001  1,3490x 10~>  8,8650% 107 8,8542x 107

Erro relativo médio (%)

h Euler Heun Runge-Kutta
0,1 fi converge fi converge fi converge
0,01 1,7267 0,8931 1,523

0,001 0,1972 0,1603 0,1667
0,0001 0,0452 0,0134 0,0134

Segundo os gréficos e a tabela acima, os métodos numéricos foram eficientes na estimativa da funcédo
solucdo, uma vez que as curvas dos mesmos se aproximaram de forma satisfatéria da curva da solucédo analitica.
Vale salientar também, 0s pequenos valores dos erros absolutos médios e dos erros relativos médios, que reforca
a ideia da eficiéncia dos métodos. Foi possivel verificar que quanto menor o tamanho do passo h, melhor é a
estimativa da solugdo em todos os métodos.

4.2. Problema 2

Reduzindo a ordem da equagdo segundo a secéo 3.2, temos:

1,22 +29,42+180x=0 (40)
{x(0)=0,15 m (41)
z(0)=0 m/s

De acordo com [6], a solucéo analitica do respectivo problema é dada pela Equagéo 42. Os resultados obtidos
a partir da execucdo dos métodos estdo representadas na Tabela 2 e na Figura 5.

x(£)=0,15¢12:2474.0,0034.t.¢712:2474 (42)

R4EM, v.1, n.1, p. 87-99, 2019



R4EM 2019, 1°ed.

EULER

HEUN
().Hll‘ 0.151
0.1
0.1
0.05 -|
- >
0.05 4
0 — —_— - -
0
-0.054
. : ; : . . , , . : . : : : . : : :
0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 1.8 2 0 02 04 06 08 1 1.2 14 16 L8 2
X X
RUNGE - KUTTA
0.16
0.14J\\
0.12] Solucéo
0.1 -
0.06 analitica
> 0.064 = 10_1
0.04
o4ty N h= 10_2
04 —_— .
0.024 N~ mmmmmmeee h=10
0.04

96

FIGURA 5: Graficos com as curvas estimadas em cada método de acordo com cada tamanho de passo.

(Autoria Prépria)
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TABELA 2. Erro absoluto e Erro relativo médio dos resultados dos

testes de cada método para cada valor de h.

Erro absoluto médio

h Euler Heun Runge-Kutta
0,1 1,2417x 1072 fi estima fi estima
0,01 1,1801x 1072 1,2180% 1072 1,2217x 1072

0,001 1,2206x 1072 1,2249x 1072 1,2250x 102
0,0001  1,2246x 102 1,2250x 1072 1,2250x 102
Erro relativo médio (%)

h Euler Heun Runge-Kutta
0,1 192,4739 fi estima fi estima
0,01 249,0492 12445104 1295,5445

0,001 310,8966 362,0443 362,106
0,0001 351,7262 356,4363 356,4367

Podemos ver, segundo os gréaficos e a tabela acima, que os métodos numéricos nao foram eficientes na
estimativa da funcdo solugdo no momento em que houve o amortecimento, uma vez que as curvas dos mesmos
ndo se aproximaram de forma satisfatéria da curva da solucdo analitica. No entanto, o método conseguiu
acompanhar a curva logo depois da perturbacdo, o que proporcionou uma melhora nos erros relativos médios.
Foi possivel verificar também, que no método de Euler quanto maior o tamanho do passo h melhor a estimativa
da solucéo, ao contrario do que ocorre no método de Heun e Runge-Kutta.
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4.3. Problema 3

Reduzindo a ordem da equagéo segundo a secéo 3.2, temos:

1,224+32+180x=0 (43)
{x(O):o,w m
2(0)=0 m/s (44)

De acordo com [6], a solucdo analitica do respectivo problema é dada por:
x()=0,1508¢7125% sen(12,1834t+1,4685) (45)

Os resultados obtidos a partir da execucdo do método nos algoritmos estdo representados na Tabela 3 e na
Figura 6.

RUNGE - KUTTA HEUN
0.2 0.2

0.15

LY
019 §

0.05 ‘\

\\ // \\\ YA -

0 0.2 04 06 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2

Solugdo analitica

h=10"1
>-
--------- h =102
--------- h=10"2
h=10"*

FIGURA 6. Graficos com as curvas estimadas em cada método de acordo com cada tamanho de passo.
(Autoria Propria)
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TABELA 3. Erro absoluto e Erro relativo médio dos resultados dos
testes de cada método para cada valor de h

Erro absoluto médio

h Euler Heun Runge-Kutta
0,1 fi estima 0,3459 2,2563x 1073
0,01 3,0266x 102  8,6940x 1073 9,3054x 1073

0,001 1,1500x 1072  1,0758x 1072 1,0764x 1072
0,0001 1,0972x 1072 1,0911x 1072 1,0911x 1072

Erro relativo médio (%)

h Euler Heun Runge-Kutta
0,1 fi estima 2936,7462 21,8877
0,01 416,5053 138,6138 147,9508
0,001 279,9656 259,1298 259,2719
0,0001 503,7248 500,2132 500,216

De acordo com resultados, podemos notar que os métodos, no inicio da execucdo, conseguem acompanhar
a curva da solucdo analitica. No entanto, ao passo que 0 processo € executado, 0s métodos passam a encontrar
dificuldades na estimativa da curva tendo em vista o defasamento exposto. Essa dificuldade pode ser explicada
pela curva da solucdo analitica se tratar de uma funcdo sendide na qual seu carater oscilatdrio dificulta a
estimativa da curva pelos métodos [8]. De acordo com os resultados, ndo hd um padrdo na interferéncia do
tamanho do passo h nas estimativas da solucdo, salvo no método de Runge-Kutta que quanto maior o tamanho
do passo melhor era a estimativa.

5. CONCLUSAO

A partir do estudo e da andlise da eficiéncia dos métodos numéricos iterativos na resolucéo de equaces
diferenciais que descrevem problemas de sistema massa-mola com trés tipos de amortecimentos diferentes,
pudemos concluir que os métodos se mostraram, no geral, eficientes na estimativa da solu¢do no sistema
superamortecido (Problema 1), destacando-se 0 método de Heun, e no sistema subamortecido (Problema 3),
destacando-se 0 Método de Runge - Kutta. Ja no sistema criticamente amortecido (Problema 2) os métodos ndo
foram aceitaveis na aproximagdo da curva. Vale ressaltar que a utilizacdo da manipulagéo de reducéo da EDO
vista na secdo 4.2, possivelmente contribuiu para o acimulo de erro, dificultando a estimativa das curvas pelos
métodos. E importante salientar também que o fato da reducdo do tamanho de passo ndo ter ocasionado o
aumento da precisdo e consequentemente diminuido o erro na maioria dos casos, além de o método de Runge-
Kutta ndo se sair melhor que os outros como deveria ocorreu, provavelmente, pelo fato de que os métodos estéo
sendo aplicados no espaco tridimensional (x,y,z), porém analisados em um espac¢o bidimensional por reducéo
de ordem.

O respectivo trabalho é fruto de um projeto de pesquisa realizado nos Gltimos dois anos e com ele foi
possivel compreender melhor o comportamento dos métodos em diferentes situagdes, bem como pdde também
explicitar limitagBes das aplica¢des dos mesmos e possiveis formas de suprir essas limitagGes. Com os devidos
conhecimentos adquiridos no desenvolvimento desse trabalho bem como os resultados e conclusdes obtidos
dos testes, torna-se propicio a continuacdo dos estudos nessa linha de pesquisa de modo a se trabalhar com
outros métodos numeéricos (diferencas finitas por exemplo) bem como o estudo e testes de outras formas de
aproximacdo.
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Resumo: Algoritmos de sincronizacéo de registros oscilogréaficos sdo ferramentas importantes para a operagao
de sistemas de poténcia, sendo capazes de determinar o angulo de corre¢do necessario para alimentar, por
exemplo, softwares de localizag&o de faltas em linhas de transmissdo e distribuicdo de energia. Existem na
literatura varios métodos que fazem a sincronizacao de registros, sendo que os métodos mais vantajosos sdo
aqueles que independem das caracteristicas elétricas da linha como resisténcia, indutancia e capacitancia, as
quais podem conter erros. Este trabalho propde realizar uma andlise e sugerir melhorias na implementacéao de
duas metodologias de sincronizacao de registros oscilograficos existentes na literatura, ambas baseadas em
fasores de tensdo e corrente pré-falta, e independentes dos parametros elétricos da linha. Nos testes efetuados
foram utilizados fasores de tens&o e corrente obtidos a partir de simulagdes realizadas nos softwares ATPDraw
e ANAREDE.

Palavras-chave: Sincronizagdo de registros oscilogréficos; localizacdo de faltas; linhas de transmissdo;
parametros elétricos.

1. INTRODUCAO

Séo encontrados na literatura diversos estudos sobre a localizacdo de faltas em linhas de transmisséo
(LT). Diferentes técnicas e analises sdo utilizadas para determinar o ponto de falta, cada uma delas com
suas vantagens e desvantagens. Porém, essas técnicas, em sua maioria, necessitam de mecanismos capazes de
sincronizar dados de tensdo e corrente dos dois terminais da linha [1].

Relata-se em [2], que diversos estudiosos admitem empregar em suas andlises, dados de tenséo e corrente
sincronizados, previamente, por PMUs (Phasor Measurement Units). PMUs sdo equipamentos que medem
grandezas fasoriais utilizando o sistema de GPS (Global Positioning System) necessitando de um grande
sistema de comunicacéo, o qual possui custos elevados. Inclusive, perdas no sinal de GPS podem acarretar em
uma ma sincronizacao de registros dos dados. Dessa forma, a sincronizagdo de dados realizada via software
ainda é um instrumento importante para auxiliar na extracdo correta de fasores necessarios para determinar o
local de uma falta em uma linha de transmisséo.

Grande parte dos algoritmos que realizam a sincronizagdo de registros de falta levam em consideracéo as
componentes transitdrias da linha de transmisséo, destacando-se os fundamentados pelo uso da Transformada
Walvelet [3] e algoritmos que comparam, em um sinal amostrado, valores instantdneos de dois ciclos
consecutivos [4]. Encontram-se na literatura ainda técnicas que utilizam fasores de tenséo e corrente pré-falta,
dependentes dos pardmetros elétricos da linha [5], e ndo dependentes desses parametros [1-2]. Vale salientar
que os parametros elétricos das linhas de transmissdo podem conter erros ou podem estar indisponiveis
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computacionalmente, sendo relevante o uso de ferramentas que independam desses dados, uma vez que isso
significa a exclusdo de uma possivel fonte de erros.

Este artigo apresenta uma modificacdo nas metodologias apresentadas em [1] e [2] para a determinag&o do
angulo de sincronizagéo de registros, visto que o primeiro algoritmo apresentou falhas em algumas situacdes
de operacdo do sistema e o0 segundo apresenta um numero excedente de condi¢cBes e equacles para a
determinacdo do angulo correto de sincronizacdo. Portanto, 0 novo algoritmo que vém a ser proposto neste
trabalho, resultante do aperfeicoamento dos métodos descritos em [1] e [2], continua identificando os angulos
de sincronizagdo em qualquer quadrante, e apresentando o beneficio de operar corretamente em qualquer
condicao de operacéo do sistema elétrico com um menor nimero de condi¢Ges a serem atendidas.

O procedimento sugerido bem como as duas metodologias analisadas, independe de parametros elétricos e
caracteristicas transitérias da linha de transmissdo, pois 0 mesmo necessita apenas dos fasores de tensdo e
corrente pré-falta. Inclusive, a metodologia por depender destes dados pode ser aplicada em casos de dificil
sincronizacdo, onde existam parametros de linha desconhecidos ou inexatos, e registros com caracteristicas
transitorias atipicas [1]. Neste estudo foi realizada uma analise de desempenho da metodologia proposta com
base em dados simulados no software ATPDraw (Alternative Transient Program) e no software ANAREDE
(Anélise de Redes Elétricas).

2. ALGORITMOS DE SINCRONIZAGCAO DE REGISTROS DE FALTA ANALISADOS

A seguir serd apresentado 0 equacionamento que constitui o algoritmo de sincronizagdo de registros
oscilogréaficos descrito em [1]. Para isso, considerar a Figura 1, que mostra o circuito equivalente de sequéncia
positiva de uma linha de transmissdo no instante pre-falta.

I ZSR I

s; R,
) L
V H YSR YSR H V
s, 3R > R,

FIGURA 1. Circuito equivalente de sequéncia positiva de uma LT no instante pré-falta. [1]

Na Figura 1, os termos Zsr € Ysr representam, respectivamente, a impedancia série e admitancia shunt de
sequéncia positiva da LT. Os termos Vg, Ig, Vg, Ig,, representam, nesta ordem, os fasores de tensdo e
corrente pré-falta nos terminais S e R, como também o indice 1 diz respeito a sequéncia positiva da linha de
transmisséo.

Da andlise da Figura 1, obtém-se a Equacéo (1).

Ig,+ 1R1e15=% (Vs, T Vg, e?) (1)
Sendo & o angulo sincronizagdo entre os dois terminais descritos.

A Equagdo 1 é complexa e pode ser desmembrada em duas equacoes reais, conforme mostrado nas Equacdes
2e3.

Is,cos(Byg )+ Ir, cos(y, )= 'bs}z‘“"t (Vs, sen (GVS] ) +Vg, sen (GVR] +8) ) 2)
Is, sen(Byg )+ I, sen(Oy, )= 'bs}z‘“"t (Vs, cos (GVS] ) +Vp, cos (GVR1 +6) ) (3)

Adotando:
a=Ig, cos (9151) 4)
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b=Is, sen(Byg ) ®)
c=Vg, sen(evs1 ) (6)
d=Vg, cos(evSl ) )

As Equacdes 2 e 3 podem ser reescritas conforme as Equacfes 8 e 9.
at Iy, cos(Oy, +3)= % (c+Vp, sen (OVRI +8) ) (8)
b I, oS0y, +8)="22 (d+Vp, cos (By, +5)) )

Agregando as Equaces 8 e 9, obtém-se a Equacdo 10, que por sua vez gera a Equagdo 11 que depende
somente de uma incognita §.

b
at Iy, cos(Op, +8)=—M(c v sen(0y, +5
1 R 2 1 R;

b+ IR, cos(Org, +5)=*’51‘T“"‘(d+v,{1 cos(eVR1 +5)) (10)
A=(x, %y 1344 005( ) (Y, +,-y, ) sen( 8) (11)
Na Equacéo 11:

A=ad+bc+Vy Iy, cos(@vRl -GIRI ) (12)
X;=-aVp, cos (OVRI) ; y,=aVg, sen (GVRI) (13)
X,=-bVpg, sen (OVRI) ; ¥,=bVg, cos (GVRl) (14)
x3=-dlg, cos (OIRI) ; y;=dlg, sen (OIRl) (15)
x4=-clg, sen (OIRI) ; y;=clg, cos (GIRl) (16)

Fazendo x=x;+x,+x3+x4 € y=-y, +y,-y;+y, obtém-se a Equacdo 17.
A=x cos( 8) -y sen( d) a7

A partir da Equacdo 17 é possivel representar a relacdo ente A, x e y por meio do tridngulo retangulo,
mostrado na Figura 2.

FIGURA 2. Relagdo geométrica ente A, y e X. [1]

A partir da andlise conjunta da Equacdo 17 e da Figura 2, tem-se que:
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=sen(B) cos(d) - sen(8) cos(B)

A
(x2+ y2)

Dessa forma,

=sen( -0)

A
(x2+ y2)

A partir da Equag&o 19, pode-se determinar o angulo de sincroniza¢do &, conforme a Equacéo 20.

A
d=sen! [ —=— |-sen’! [ ——
(x2+ yz) (x2+ yz)
Considerando,
=sen’! =
/(x2+ )
d=sen’!

A
/(x2+ )

Assim,

5=B-®

103

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Em [1] para determinar o valor do &ngulo § no quadrante correto foi realizada uma anlise sobre o sinal de

y, 0 que resultou no algoritmo a seguir.

Algoritmo:
se (y<0)
5=180°-p-®
sendo
5=B-0
fim

Para alguns casos de operagdo do sistema elétrico o algoritmo proposto em [1] expressou um angulo de
sincronizacéo incorreto. Assim, [2] prop6s uma nova metodologia, onde para se determinar o angulo correto de
sincronizacéo é necessario considerar o modulo dos fasores de corrente em ambos 0s terminais, como mostrado

a sequir.

Algoritmo:
se (x>0 e y>0)
se Ip, < I,
0=p,-@
fim
se Ip,> I,
0=P,-180°+d
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fim
fim

se (x>0 e y<0)
se Ip, < I,
6=180°-B,-@
fim
se Ip,> s,
3=0-B,
fim
fim

se (x<0 e y>0)

se Ig,> I,
6=-B,-180°+®
fim
fim

se (x<0 e y<0)
se Ip, < s,
5=180°-0+B,
fim
se Ig,> Is,
=0+,
fim
fim

Vale salientar que B, no algoritmo acima ¢ definido conforme a Equagdo 24.

B,=sen’! i (24)

O algoritmo apresentado em [2] mostrou-se eficiente casos tipicos de operagdo do sistema elétrico,
determinando o &ngulo de sincronizacdo correto. Porém, ele possui um nimero elevado de equacdes e condigdes
impostas para o sinal de x que ndo existiam na metodologia descrita em [1].

Testes realizados no algoritmo proposto em [1] levaram ao novo algoritmo de sincronizacdo proposto neste
trabalho, que serd apresentado na proxima secdo. O algoritmo proposto é capaz de determinar o valor correto
do angulo de sincronizagéo, para qualquer condicdo de operagdo do sistema, sem necessitar do conhecimento
do sinal da variavel x. Basicamente, conseguiu-se eliminar as limitagdes do algoritmo descrito em [1] apenas
admitindo as condi¢des do madulo de corrente descritas em [2].

Ressalta-se que em todas as metodologias de sincronizacao citadas neste trabalho, utiliza-se a Transformada
Discreta de Fourier para a obtencdo dos fasores de tensdo e corrente pré-falta.
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3. DEDUGAO DO ALGORITMO PROPOSTO

Uma analise no algoritmo proposto em [1] foi efetuada para a deducéo das equacdes e condicdes a serem
utilizadas neste trabalho. Realizadas as simula¢cdes no ATPDraw e no ANAREDE, para determinadas situagdes
de operagdo do sistema elétrico, foi analisado os valores absolutos das correntes I e I, como também os
sinais dos pardmetros x e y, e 0s angulos B e ®. Para isso foram escolhidos dngulos de sincronizagdo de 120° a
-120°. As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam estes parametros para simulacdo de uma LT de 230 kV considerando as
situacdes de 0,95 pu, 1pu e 1,05 pu no terminal Vr. As Tabelas 4 e 5 expressam 0s mesmos parametros para
umaa LT real de 230 kV e 500 kV, simulada no ANAREDE.

TABELA 1. Parametros e valores analisados para Vg igual a 0,95 pu. (Autoria propria)

Tenséo 0,95 pu
Angulo de Parametros . Angylo (Nje
sincronizagao B o] sineronizagao
X y Iz, (A) Is, (A) calculado
real (graus)  (graus) (graus) (graus)
- + 296,5176 285,0606
120 66,2545 6,5293 - -72,79
- - 296,5176 285,0606
90 83,7455 6,5293 - 257,21
- - 296,5176 285,0606
60 53,7455 6,5293 - 227,21
- - 296,5176 285,0606
30 23,7475 6,5293 - 197,21
0 6,2545 6,5293 + - 296,5176 285,0606 167,21
-30 36,2545 6,5293 + - 296,5176 285,0606 137,21
-60 66,2545 6,5293 + - 296,5176 285,0606 107,21
-90 83,7455 6,5293 + + 296,5176 285,0606 77,21
-120 53,7455 6,5293 + + 296,5176 285,0606 47,21

TABELA 2. Parametros e valores analisados para Vrigual a 1 pu. (Autoria propria)

Tensdo 1 pu
Angulo de Pardmetros .Angul.o de~
sincronizagéo B o] sineronizagao
X y I, (A) Is, (A) calculado
real (graus)  (graus) (graus) (graus)
120 56,0214 4,1682 + - 277,1477 295,8820 119,81
90 86,0214 4,1682 + - 277,1477 295,8820 89,81
60 63,9786 4,1682 + + 277,1477 295,8820 59,81
30 33,9786 4,1682 + + 277,1477 295,8820 29,81
0 3,9786 4,1682 + + 277,477 295,8820 -0,19
-30 -26,0414 4,1682 - + 277,1477 295,8820 -30,19
-60 -56,0214 4,1682 - + 277,1477 295,8820 -60,19
-90 -86,214 4,1682 - + 277,1477 295,8820 -90,19
-120 -63,9786 4,1682 - - 277,1477 295,8820 239,81
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TABELA 3. Pardmetros e valores analisados para Vrigual a 1,05 pu. (Autoria propria)
Tenséo 1,05 pu
Angulo de Parametros | Angylo Eje
sincronizagéo sincronizacao
real (graus) B (graus) @ (graus) X y Iz, (A) Is, (A) calculado

(graus)

120 58,3499 1,7228 + - 279,8393  327,5798 119,95

90 88,3499 1,7228 + - 279,8393  327,5798 89,95

60 61,6501 1,7228 + + 279,8393  327,5798 59,95

30 31,6501 1,7228 + + 279,8393  327,5798 29,95

0 1,6501 1,7228 + + 279,8393  327,5798 0,045

-30 -28,3499 1,7228 - + 279,8393  327,5798 -30,05

-60 -58,3499 1,7228 - + 279,8393  327,5798 -60,05

-90 -88,3499 1,7228 - + 279,8393  327,5798 -90,05

-120 -61,6501 1,7228 - - 279,8393  327,5798 239,95

Assim percebeu-se que os casos onde o codigo proposto em [1] funciona quando os valores de Is, foram
maiores que os de I , porém isso ndo ocorre em casos contrarios. A partir da analise dos dados, é possivel
concluir que isso ocorreu devido o sinal do angulo f3, para cada angulo de sincronizagdo, se inverter quando o
valor de Is, € menor que os de I .Dessa forma, & necessario analisar, além do sinal de y, também a grandeza
dos valores absolutos de corrente pré-falta em ambos os terminais, como relatado em [2].

Diante disso, para a determinagdo do novo codigo foram preservadas as equagdes utilizadas pela
metodologia proposta em [1], com o acréscimo de duas equagdes contendo as condic¢Ges dos valores absolutos

de corrente pré-falta em ambos os terminais.

Realizou-se esta mesma analise para as LTs de 230 e 500 kV, simuladas no software ANAREDE, onde
notou-se que o padrdo visto nos casos anteriores, se repete. Observa-se isso nas Tabelas 4 e 5.

TABELA 4. ParAmetros e valores analisados para LT real de 230 kV. (Autoria prépria)

Tens&o 230kV

Angulo de Parametros Angulo de

sincronizagdo sincronizacdo
I I

real (graus) ( rauﬁs | ( ra:z;) X y ( u’;l ( uil calculado

g g p p (graus)

120 59,9198 -0,0494 + - 0,2500 0,2700 120,04

90 89,9198  -0,0494 + - 0,2500 0,2700 90,04

60 60,0802 -0,0494 + + 0,2500 0,2700 60,04

30 30,0802 -0,0494 + + 0,2500 0,2700 30,04

0 0,0802 -0,0494 + + 0,2500 0,2700 0,04

-30 -29,9198 -0,0494 - + 0,2500 0,2700 -29,96

-60 -59,9198 -0,0494 - + 0,2500 0,2700 -59,96

-90 -89,9198 -0,0494 - + 0,2500 0,2700 -89,96

-120 -60,0802 -0,0494 - - 0,2500 0,2700 240,04
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TABELA 5. Parametros e valores analisados para LT real de 500 kV. (Autoria prépria)

Tensdo 500kV
Angulo de Parametros _Angul.o de~
sincronizagado B (o) Ig, 51 sincronizagao
real (graus) (graus) (graus) X y (pu) (pu) calculado
(graus)

120 -60,1998 0,0357 - + 1,8000 1,3000 -60,24

90 -89,8002 0,0357 - - 1,8000 1,3000 269,76

60 -59,8002 0,0357 - - 1,8000 1,3000 239,76

30 -29,8002 0,0357 - - 1,8000 1,3000 209,76

0 0,1998 0,0357 + - 1,8000 1,3000 179,76

-30 30,1998 0,0357 + - 1,8000 1,3000 149,76

-60 60,1998 0,0357 + - 1,8000 1,3000 119,76

-90 89,8002 0,0357 + + 1,8000 1,3000 89,76

-120 59,8002 0,0357 + + 1,8000 1,3000 59,76

A partir da andlise destes parametros, nestas situagdes de operacdo do sistema elétrico, elaborou-se o
algoritmo proposto neste trabalho, mostrado abaixo.

Algoritmo proposto:

se (y>0)
se Ip, < s,
§=B—-@
fim
se Ip,> I,
§=-180°+p+ @
fim
fim
se (y<0)
se Ip, < s,
§=(180°—-pB)— @
fim
se I,> s,
§=—B+
fim
fim

4. SISTEMA ANALISADO

Para a analise de desempenho do algoritmo proposto, foram realizadas simulagdes no software ATPDraw,
para sistemas elétricos ficticios e no software ANAREDE para sistemas reais.

A Figura 3 ilustra o sistema elétrico modelado no ATPDraw para os niveis de tensdo de 230 e 500 kV. A
linha de transmisséo 2 (LT2), possui 180 km de comprimento para a tensdo de 230 kV e 250 km para 500 kV,
sendo em seus terminais onde sdo coletados os fasores de tenséo e corrente. As linhas de transmissdo 1 e 3 (LT1
e LT3) tem 20 km de comprimento nos dois niveis de tensdo. Estas simula¢Ges foram realizadas considerando
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linhas de transmissdo transpostas, utilizando a modelagem de parametros distribuidos. Os parametros de
sequéncia positiva e zero das linhas sdo mostrados nas Tabelas 6 e 7.

FIGURA 3. Representacdo unifilar da LT. [2]

TABELA 6. Parametros de sequéncia positiva e zero da linha de 230 kV. (Autoria propria)

Tensdo 230 kV
Sequéncia R (Q/km) L (mH/km) C (uF/km)
Positiva 0,09127 1,376 0,00847
Zero 0,44016 4,1538 0,00610

TABELA 7. Pardmetros de sequéncia positiva e zero da linha de 500 kV. (Autoria propria)

Tensdo 500 kV
Sequéncia R (Q/km) L (mH/km) C (uF/km)
Positiva 0,0221 0,852 0,01346
Zero 0,3777 3,7767 0,00858

Para cada nivel de tensdo simulado no ATPDraw, foram testadas trés situacdes de operacdo do sistema
elétrico como pode ser visto na Tabela 8. Foi considerado em todos os casos a fase de Vs igual a 0° e Vr igual
a -10°. Em todas as simulagdes foram utilizadas uma taxa de 256 amostras por ciclo.

TABELA 8. SituagOes analisadas do sistema elétrico. (Autoria propria)
SituagOes de operacdo do sistema elétrico

Parametro Tensdo (pu)
Vs 1 1 1
VR 0,95 1 1,05

No software ANAREDE simulou-se sistemas elétricos reais para 230 e 500 kV. Para 230 kV foi simulada
a linha de transmissdo Natal 11 (5241) — Natal 111 (5245) com 11,55 km de comprimento. Ja para o nivel de
tensdo de 500 kV foi simulada a linha de Transmisséo Luiz Gonzaga (5050) — Milagres (5408) com 231,2 km
de comprimento. Na Tabela 9 sdo mostrados os pardmetros de sequéncia positiva para as linhas de transmisséo
de 230 e 500 kV.

TABELA 9. Parametros de sequéncia positiva — LTs simuladas no ANAREDE. (Autoria propria)
Parametros sequéncia positiva

Tensao (kV) R (Q/km) L (mH/km) C (uF/km)
230 0,0504 0,935 0,00866
500 0,0238 0,746 0,016

5. RESULTADOS

Com base nas simulagdes realizadas nos softwares ATPDraw e ANAREDE, este topico expde os resultados
avaliativos do algoritmo de sincronizagdo proposto. Entretanto, os valores de tensdo oriundos desses softwares
sdo sincronizados automaticamente por eles, sendo necessario a realizagao de uma dessincronizagdo artificial.

Para uma melhor avaliacdo do algoritmo de sincronizac¢do apontado, foram inseridos erros de sincronizagéo
nos fasores de tensdo e corrente nos terminais R, iguais aos utilizados em [2] para uma melhor comparacéo dos
dados.
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Na Tabela 10 sdo expostos os angulos de sincronizacao calculados pela metodologia relatada neste artigo,
como também pelos algoritmos demonstrados em [1] e [2]. Isto para as linhas de transmissao de 230 e 500 kV
simuladas no ATPDraw, para a condi¢do de tensdo de 0,95 pu no terminal R.

TABELA 10. Angulos calculados para situacdo de operacéo de 0,95 pu do sistema, para LTs de 230 e 500
kV (Autoria propria)
Angulo de sincronizaco calculado (graus)

Angulo de - .

sincronizagio Algoritmo proposto Algoritmo proposto em  Algoritmo proposto em
real (graus) [1] [2]

230 kV 500 kV 230 kV 500 kV 230 kV 500 kV

120 -239,72 -239,85 -72,79 -62,77 -239,73 -239,85
90 90,27 90,15 257,21 267,23 90,27 90,15
60 60,27 60,15 227,21 237,23 60,27 60,15
30 30,27 30,15 197,21 207,23 30,27 30,15
0 0,27 0,15 167,21 177,23 0,27 0,15
-30 -29,73 -29,85 137,21 147,23 -29,73 -29,85
-60 -59,73 -59,85 107,21 117,23 -60,73 -59,85
-90 -89,73 -89,85 77,21 87,23 -89,73 -89,85
-120 -119,73 -119,85 47,21 57,23 -119,73 -119,85

Nota-se que o algoritmo mostrado em [1] apresentou valores incorretos para ambos os niveis de tensdo. Para
o algoritmo deste estudo, foram encontrados valores corretos de &ngulos de sincronizacgao, estes bem parecidos
com os encontrados pela metodologia realizada em [2].

Os angulos de sincronizagdo calculados ndo sdo exatos devido as margens de erro decorrentes das
aproximagdes numéricas realizadas pelo algoritmo. Contudo, esta margem de erro é bem pequena, sendo que
para o algoritmo proposto ela é de 0,27° para a tensdo de 230 kV e de 0,15° para a tensdo de 500 kV.

Ainda utilizando os dados das simulacdes realizadas no ATPDraw, as Tabelas 11 e 12 trazem os angulos de
sincronizacdo calculados para os niveis de 1 pu e 1,05 pu no terminal R.

TABELA 11. Angulos calculados para situacio de operacdo de 1 pu do sistema, para LTs de 230 e 500 kV
(Autoria propria)

Angulo de sincronizacéo calculado (graus)

Angulo de

sincronizagao Algoritmo proposto Algoritmo[pir]oposto em Algoritmo [pzr]oposto em
real (graus)
230 kV 500 kV 230 kV 500 kV 230 kV 500 kV
120 119,81 119,50 119,81 119,50 119,81 119,50
90 89,81 89,50 89,81 89,50 89,81 89,50
60 59,81 59,50 59,81 60,50 59,81 60,50
30 29,81 29,50 29,81 29,50 29,81 29,50
0 -0,19 -0,50 -0,19 0,50 -0,19 0,50
-30 -30,19 -30,50 -30,19 -30,50 -30,19 -30,50
-60 -60,19 -60,50 -60,19 -60,50 -60,19 -60,50
-90 -90,19 -90,50 -90,19 -90,50 -90,19 -90,50
-120 239,81 239,50 239,81 239,50 239,81 239,50
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TABELA 12. Angulos calculados para situacio de operacao de 1,05 pu do sistema, para LTs de 230 e 500
kV (Autoria prépria)

Angulo de sincronizagao calculado (graus)

Angulo de
sincronizacdo

Algoritmo proposto

Algoritmo proposto em

Algoritmo proposto em

real (graus) (4 [21

230 kV 500 kV 230 kV 500 kV 230 kv 500 kV
120 119,93 119,90 119,95 119,90 119,95 119,90
90 89,93 89,90 89,95 89,90 89,95 89,90

60 59,93 59,90 59,95 59,90 59,95 59,90

30 29,93 29,90 29,95 29,90 29,95 29,90

0 -0,07 -0,10 0,045 0,10 0,045 0,10
-30 -30,07 -30,10 -30,05 -30,10 -30,05 -30,10
-60 -60,07 -60,10 -60,05 -60,10 -60,05 -60,10
-90 -90,07 -90,10 -90,05 -90,10 -90,05 -90,10
-120 239,93 239,90 239,95 239,90 239,95 239,90

Para estas condic@es, o algoritmo proposto neste trabalho, como também os colocados em [1] e em [2]
apresentaram valores de angulos de sincronizacdo aproximados. Para a condi¢do de 1 pu, foram encontrados
erros absolutos de 0,19° para a tensdo de 230 kV e de 0,5° para 500 kV. Ja o erro absoluto encontrado para a
condicédo de 1,05 pu foi de 0,07° para a tensdo de 230 kV e de 0,1° para a tenséo de 500 kV.

Na Tabela 13 podem-se observar os valores dos angulos de sincronizagdo calculados pelo algoritmo
desenvolvido nesse estudo, e também em [1] e [2], para os casos de sistemas reais simulados no ANAREDE

com linhas de transmissdo de 230 e 500 kV.

TABELA 13. Angulos calculados para sistemas reais simulados no ANAREDE, para LTs de 230 e 500 kV
(Autoria propria)

Angulo de sincronizagéo calculado (graus)

Angulo de
sincronizacdo

Algoritmo proposto

Algoritmo proposto

Algoritmo proposto

em [1] em [2]
real (graus)

230 kv 500 kV 230 kv 500 kV 230 kv 500 kV
120 120,13 119,84 120,04 -60,24 120,04 -240,17
90 90,13 89,85 90,04 269,76 90,04 89,83

60 60,13 59,85 60,04 239,76 60,04 59,83

30 30,13 29,85 30,04 209,76 30,04 29,83

0 0,13 -0,16 0,04 179,76 0,04 0,17
-30 -29,87 -30,16 -29,96 149,76 -29,96 -30,17
-60 -59,87 -60,16 -59,96 119,76 -59,96 -60,17
-90 -89,87 269,84 -89,96 89,76 -89,96 -90,17
-120 240,13 239,84 240,04 59,76 240,04 -120,17

E notério que para a tensdo de 230 kV, todos os algoritmos sugeridos apresentaram angulos de sincronizacao
corretos, cada um com sua margem de erro respectiva. Todavia, para tensdo de 500 kV, o c6digo proposto em
[1] apresentou valores imprecisos, enquanto que o c4digo aprimorado neste trabalho e o desenvolvido por [2]
obtiveram valores de &ngulos de sincronizagcdo mais precisos. A metodologia proposta nesse artigo apontou erro

absoluto de apenas 0,13° para a tensdo de 230 kV e de 0,16° para tensdo de 500 kV.
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A partir do estudo realizado neste trabalho foi possivel obter um novo equacionamento para a sincronizagdo
de registros, sendo uma versdo aperfeicoada das metodologias propostas em [1] e [2]. Ou seja, conseguiu-se
eliminar as limitagbes do algoritmo proposto em [1], fundamentando-se no uso das condi¢Bes das correntes
terminais, proposta em [2]. Com isso, obteve-se uma eficiente ferramenta de sincroniza¢do que funciona com
um numero reduzido de equacBes, para qualquer situacdo do sistema elétrico. Além disso, preserva a
caracteristica de ser independente dos parametros elétricos da linha, sendo dependente unicamente dos fasores
de tensdo e corrente pré-falta.
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