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SINOPSE - Na literatura cientifica existem varios métodos que dao boas esti-
mativas para os pardmetros que aparecem ha equagao de von Bertalanffy, utili-
zada para o estudo do crescimento em comprimento, em uma populagao. No pre-
sente trabalho, apresentamos um modelo matemdtico, em fungac dos comprimentos
tomados em epocas diferentes de mensuracfo, para estimar os referidos parame-

tros, no caso particular de peixes.

INTRODUCAD

De acordo com Von BERTALANFFY
(1938), a equacao que representa o
crescimento em comprimento de uma
populacao de individuos, numa certa
época, &

B(t) =&, (1-eKE- )y

onde £ € o0 comprimento total mAxi-
mo assintotico, k a constante rela—
cionada com o crescimento do animal
e tg o parimetro relacionado com o
comprimento do animal ao nascer.

Ao nascerem, o0s peixes tém com-
primento desprezivel. Por esta razao
tomamos to = 0 na equagao (1) e, por
conseguinte, esta se reduz a

2(t) = fw (1 - KTy, (2)

que € a equagdo que usaremos para o
estudo do crescimento em comprimen-
to de peizxes.
- . -kt -~
Ja que Loy, ke e S0 assumem
valores positivos, a derivada de (2),

L1 (t) = £ ke_kt,

e positiva. Isto significa dizer que
0 crescimento em comprimento dos
peixes aumenta com a idade, nao  a-
tingindo um maximo.

A curva que representa o cres-—
cimento em comprimento, (curva de
crescimento) de peixes tem o aspecto
ilustrado na figura 1.

£(t)
Zm -— S

.0 . t

fig., 1 ~ curva de crescimento

ESTIMATIVA DOS PARAMETROS

No modelo matematico que apre-
sentamos para estimar os parametros
Lo, ke ty (este ultimo a idade me-
dia na época da primeira mensuragao)
da equagao (2), estamos supondo que
o intervalo At, entre duas medidas,
e constante (SANTOS, 1978). Assim,
seja £(t) o comprimento numa certa
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época de medida e £{t + At) o com-
primento na epoca seguinte. Por de-
finigao

2(t) = L1 - 7KY)

e

2t + At) = Leof1 - e k(E + O]y

Dai, € facil ver que
£(t + At) = ml(t) + n, (3)

onde
m=ekt e na=le(1- e_kAt).

A equagao (3) esta na forma 1n—
clinagao-intersecao de uma equagao
de reta. Por esta razac, a equagao
von Bertalanffy € valida para a po-
pulagao em estudo, se 08 pontos
(E(t) 2(t + At)) € R? s¢  dispuse-
rem em ligha reta. Se este &8 o caso
et, t+ At e t + 2At sao tres
épocas distintas de mensuracao, te™
mos 0s seguintes comprimentos meédios

2(t) = £=(1 - %Yy, ()

e—k(t + At))

Z(t + At) = Lol - (5)

e

Bt + 20t) = £u(1 - e Kt + 28t) (¢

As equagoes acima podem ser re-
escritas na forma equivalente

B(t) = Ly - Lop T )"

B(t + At) = Lo - Lo k(T + 20 (g

e

-2 e*k(t-+2At)’

[+)

B(t + 24t) = £ 6"

respectivamente.
Subtraindo (4)' de (5)' e (5)'
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de (6)' obtemos o sistema de equa-
goes

E(t + At) - B(t) = £e KE(1 - o kbU)
™

B(t + 2At) - Z(t + At) =
= £me“kt(] - e‘kAt)e_kAt- (8)

Dividinde (7) por (8) temos

2(t + At) - Z(t) - kAt

2(t + 24t) - 2(t + At)

donde obtemos, finalmente,

¢ o Lg B+ ar) - B(x) (9

At p{t + 20t) - F(t + At)

que e o modelo que_estamos propondo
para estimar o parametro k em  fun-
gao_dos comprimentos medios tomados
em epocas diferentes de mensuragao.

' A seguir apresentamos o medelo
que estima o parametro £y. Paraistaq
consideremos as equagoes

Lo - (1) = Lee ¥, (10)

2, - Bt + at) = £ e KETRAE 4y

Loy - B(t +2At) =£we-kte-k26t, (12)

obtidas de (4), (5) e (6) por sim

ples manipulagoes algébricas.
Dividindo (10) por (11) e (11)

por (12) obtemos, respectivamente,

fo = 2(t)  _ kit

L = Z{t + At)

e

Lo = £(t + At) kAt
Leo = Z{t + 2At)
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e portanto,

Lo = £(t)
Lo = 2t + At)

_ Ao - B(t + At)
Lo = B(t + 2At)

que & equivalente a

L(28(t + At) - Z{t + 2At) - B(¢)) =

B2(t + At) - B(t)2(r + 2At),

que nos da

B = L2(c o At) - B()E(t + 2At)
28(t + At) - Bt + 2at) ~ E(¢)
(13)

Esse e o modelo que da a estimativa
do parametro Le.

Seja tp a idade que o peixe ti-
nha na epoca da primeira mensuracio
e seja ty a idade relativa nas &apo~
cas de mensuragoes, em funcao da
idade suposta igual a 0, na primei-

ra mensuragac. Entao

representa a idade correta na epoeca

de mensuragao. Assim, podemos escre-

ver

Ble) = £.(1 - e7{tp # tf)),

que e equivalente a

- Z(t) (tp + t,)
Lo = E(t) : (14)
£,

E facil ver que

Lo = £(t)
Ay
_ (Z(t + At

] ) - £{t))?
L2(t + At) - 2(t)2{t + 2A¢)

e, portanto,

(B(t + At) - E(t))?
I2(t + At) - 2(t)2(t + 2At)

= o kltp + tr)’
donde obtemos_ 

N i (E(t + at) - B(t))?

ty = - = 1In . -
k P2t +At) - Z(£)2(t + 2A¢)
para t,. = 0. (15)

A formula acima da a estimativa da
idade do peixe na cpoca da primeira
mensuracao.

Resultados analogos podem  ser
vistos em GOMES & PIMENTEL (1977), no
caso particular em experimentos de
adubacao.

Exemplo ilustrativo. Imaginemos
um ensaio em que £(t) = 4,0 seja o
comprlmento medio de certo _peixe nu-
ma certa_gpoca de medida, £(t + 1) =

= 6,4 e ﬂ(t + 2) = 8,0 os comprimen—
tos nas epocas seguintes de mensura-
cao. Aqui, estamos admitindo At = 1
anc. Dessa forma, a equagao () nos
da

omn Sdo B0 2
8,0 - 6,4 1,6




que € a taxa de crescimento desse a-
nimal. Para caleular o crescimento
total maximo assintotico, utilizamos
a equagao (13). Substituindo direta-
mente os valores dados, cobtemos

>

_ (6,2 - (4,0) (8,0)
2(6,4) - 8,0 - 4,0

= 11,2.

A equagao que acompanha 0 crescimen—
to desse animal &, portanto,

2{t) = 11,2(1 - & 0oty

cujo esbogo grafico apresentamos na
figura 2.
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fig. 2

Para determinar a idade desse
animal na epoca da _primeira mensura-
gao usamos a equagao (15). Assim, te-
m|OS '

T 11 (6,4 - 4,0)2

p (6,4)2 - (4,0)(8,0)
I NS TY
= UMZRB,B 1,1.

Isto significa dizer que a idade des-—

se animal na epoca da primeira men~ -

suragao era 1,1 ano.

Para tragar o grafico da equa-
gEo que relaciona £(t) e K(t + At),
primeiro determinamos os parametros
M e N que apareceim na equagao {3).
Tomamos t = 1,1. Isto nos da m = 0,6
en=3,7. A equagao (3) tem, por—

o suy I

Orlando
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tanto, a forma particular £{t +At) =
0,62 (t) + 3,7. 0 grafico tem o as-
pecto que ilustramos na figura 3.

£(t + At)

0 2 4 6 B 10 £2(t)
fig. 3 - Curva que relaciona £{t} e £(t +

At) (transformagdo FORD-WELFORD {1946) da
curva de crescimento, em comprimento).
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ABSTRACT
In the current literature one can find several methods which give gcod
estimates for the von Bertalanffy's equation parameters. This equation is

used to study populationh growth in terms of length. In ths present study a
population of fish was included and measures of growth (bodylength) were tak-
en at successive time intervals. The data were used to construct a mathemat-
ical model where the above cited equation's parameters were sstimated.
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